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向 量 几何 和 向 量 代数 
一 一 空间 结构 的 系统 代数 化 


在 空间 中 由 A 到 B 的 有 向 直线 段 AB 其 本 身 就 是 4A, 万 两 点 所 标记 
的 两 个 位 置 之 间 的 差别 (difference between the locations of 4 and B) 的 具 
体 化 描述 ; 而 位 移 向 量 (displacement vector) 则 是 将 这 种 『 位置 差别 ] 
De aR a le 

换 句 话说 ， 当 两 个 有 向 直线 段 AB 和 外 及 为 同 向 平行 而 且 等 长 时 ， 
两 者 所 表 过 的 位 移 向 量 定义 为 相等 。 另 一 方面 ， 空 间 中 的 平移 变换 把 
空间 中 每 一 个 点 作 同 向 等 距 的 移动 ， 由 此 可 见 位 移 向 量 本 质 上 就 是 平 
移 的 另 一 种 表达 。 和 总之， 位移 向 量 和 平移 是 同一 事物 的 两 种 观点 ， 前 
者 著 眼 于 其 所 表达 的 位 置 移动 ， 而 后 者 则 著 眼 于 它 是 空间 一 种 特殊 的 
保 长 变换 。 


5.1 位 移 向 量 的 基本 性 质 
【定义 】 : 若 空间 中 的 一 个 变换 7 满足 条 件 
P7(P) 和 Q7r(@j) 恒 为 同 向 平行 而 且 等 长 


则 称 了 为 空间 的 一 个 平移 (translation)。 
【定理 5.1】: 设 4, B 为 空间 中 任 给 两 点 ， 则 存在 一 个 唯一 的 平移 7 
使 得 7(A) = BB (我 们 将 以 7(A,B) 记 之 )。 
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证 明 : 先 证 存在 性 

若 4 二 BB， 则 恒 等 变换 即 为 所 求 者 。 

若 4 尖刀 ， 令 ID, IE 分 别 是 和 直线 段 AB 正 交 于 4 和 M (MM 是 
AB 的 中 点 ) 的 平面 ， 则 Rn, om 这 个 反射 对 称 的 组 合 即 为 所 求 者 。 


再 证 唯一 性 : 
设 书 是 空间 中 任 给 一 点 ，7 0 ， 7 则 是 一 个 将 
A 映射 到 B 的 平移 ， 我 们 所 要 证 明 者 是 7(P) = 。 由 所 设 PT (P), 


P7(PI 都 和 AB 同 向 平行 而 且 等 长 。 0 
唯一 存在 的 ， 所 以 7(P) 二 7T(P)。 由 于 PP 是 任 给 的 ， 所 以 77 和 TT 是 同 
一 个 变换 。 
【定理 5.2】 : 设 7T1, 72 是 空间 的 两 个 平移 ， 则 T2 OT 也 是 一 个 平移 ， 
而 且 T2920 二 T0720 

证 明 : 在 此 我 们 将 采用 简约 符号 A' = 二 71(A), 4?=T(4A)= Ton(A)。 
由 所 设 ， 对 于 空间 任 给 两 点 A, BB 恒 有 

AP 和 BB. IT 和 B'B 


各 别 同 向 平行 而 且 等 长 ， 而 我 们 所 要 证 明 者 则 是 A 入 和 BBY 也 必然 同 
向 平行 而 且 等 长 。 其 证 明 如 下 : 


[图 5-1] 


i AB, 二 让 和 HBY。 由 平面 几何 中 熟知 的 平 
行 四 边 形 特征 性 质 可 见 


/TABB’'A’ 和 /DA'B'B’A’ 
两 者 都 是 平行 四 边 形 ， 所 以 
AB 和 AB, AB 和 NB 
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都 是 同 向 平行 而 且 等 长 ， 即 AB 和 NB? 也 是 同 向 平行 而 且 等 长 的 ， 因 
此 /了 了 ABB"A" 乃 是 一 个 平行 四 边 形 。 所 以 就 证 明了 AN 和 BBY 也 是 
同 向 平行 而 且 等 长 的 ， 亦 即 12o71 也 是 一 个 平移 。 

再 证 :万 oo 万 一 万 o 记 

令 4 = (4)， 则 有 卫生 和 四 同 向 叫 行 两 且 等 奖 。 同 理 ， 
/AA'A"A* 也 是 一 个 平行 四 边 形 ， 即 有 下 好 和 AW 同 向 平行 而 且 等 
长 ， 所 以 

non(A)=7n(4’)= A”= 7 on(A) 


而 A 是 空间 任 给 一 点 ， 亦 即 元 0o7。 和 T7250 是 相同 的 变换 。 


【定义 与 符号 】: 定义 上 述 和 次 序 无 关 的 平移 组 合 克 ob 二 .ol 为 
Th T2 之 和 (sum)， 将 改 用 符号 1 十 To 表示 之 。 再 者 ， 往 和 后 我 们 将 改 
用 粗 体 小 写字 母 如 a b, c, x, y 等 表示 位 移 向 量 。 采 取 这 种 符号 ， 
T(B,C)o7(A,B)=7(4,B)o7T(B,C)=7T(4,C) 就 可 以 写成 a+Tb=c， 
或 者 AB + BC = AC。 

[ 注 ] : 在 加 法 符号 下 ， 我 们 把 恒 等 变换 这 个 千 了 的 生物 7 改 用 0 来 表 


示 ， 因 为 对 于 任何 平移 7T， 恒 有 元 0T 二 ToH0 二 7T?， 而 这 个 事实 在 加 法 
符号 下 即 为 


0+a=a+0=a 
再 者 AB ( 亦 即 7(4,B) ) 的 逆 变 换 就 是 A ( 亦 即 7(B,A) ) ， 而且 有 
7(A,B)o7(B,A)= T=7(B,A)o7(A,B) 
(AB + BA- AA- BB - BA+ AB) 
所 以 记 -AB =BA( 即 -7(4,B)=7(B,A))， 亦 即 


(a)+a=0=a+t(-a) 


5.2 ”位 移 向 量 的 运 骨 律 


在 上 一 节 所 定义 的 位 移 向 量 的 加 法 运算 ， 显 然 具 有 下 述 熟 悉 的 运算 
律 : 
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交换 律 : a+b=b+a 
结合 律 : (a+b)+c=a+(b+ec) 
[ 注 ] : 因为 一 般 的 变换 组 合 都 是 满足 结合 律 的 ， 而 位 移 向 量 的 加 法 是 定 
义 为 平移 的 组 合 ， 当 然 也 会 满足 结合 律 。 再 者 ， 由 
(AB + BC)+0B= AC+0D= 2D 


AB + (BC+0D)= AB+ BD = AD 
亦 可 以 直接 验证 位 移 向 量 的 加 法 结合 律 。 


零 和 可 逆 性 : 以 0 表示 恒 等 变 换 这 个 特殊 的 平移 ，(-a) 表示 和 a 互 逆 
的 平移 ， 则 有 


0+a=a+0=a 和 a+(-al)=(-al)+a=0 恒 成 立 


[ 注 ] : 平移 和 [定理 5.2] 的 证 明 都 和 空间 中 的 【平行 性 」 (parallelism) 以 
及 平行 四 边 形 定理 密切 相关 的 。 而 交换 律 a 十 b 一 b 十 a 更 可 以 想 成 是 
平行 四 边 形 定理 的 向 量 表述 形式 。 由 此 可 见 ， 往 和 后 我 们 每 次 运用 向 量 
加 法 交换 律 ， 其 实 也 就 是 对 于 所 研讨 的 几何 问题 用 了 一 次 平行 四 边 形 
定理 。 
5.2.1 相似 三 角形 定理 和 位 移 向 量 的 倍 积 
一 个 数 a 的 整数 倍 n.a 其 实 就 是 n 个 ga 相 加 的 总 和 。 同 样 我 们 也 
自然 地 把 nn 个 (位移 向 量 ) a 相 加 的 总 和 定义 为 倍 积 n.a， 亦 即 : 
na=a+a+i+...+a, (n+1):a=n.:a+a 
Ne 
再 者 (0) .a=n.(-a)=-(n.a)。 
由 上 述 位 移 向 量 的 整数 倍 的 定义 ， 容 易 直 接 验证 下 列 运算 律 ， 即 : 
i) m:a+t+n.:a= (m+n)':a 


(i) m.:.(n:a)= (mn).:a 
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(ii) n:(a+b)=n:a+n:b 
对 于 任 给 整数 m,n 和 任 给 位 移 向 量 a,b 恒 成 立 。 
[习题 : 试用 归纳 法 验证 (i), (ii) 和 (iii)。|] 


设 a= AB 关 0， 我 们 可 以 把 AB 作 n 等 分 ， 令 {Bi,l1 <i<(n-1)} 
为 其 等 分 点 ， 则 有 


DD i n.AB’ = AB 


由 此 可 见 ， 我 们 应 该 把 1.a 定义 为 ABi， 因 为 它 是 那个 满足 n.x=a 
的 唯一 解 。 再 者 于 .a 的 定义 应 该 就 是 


=m. (3a) = =(m.a) 


这 样 ， 就 可 以 把 位 移 向 量 eR 。 而且 上 述 
扩张 法 是 唯一 能 够 使 得 下 列 运 萌 律 依然 成 立 者 ， 即 


导 下 
a 
Nn d Nn d 


Ee 


WA 
Nn 


人 
ti) Tatb)=T.atb 


最 后 一 步 ， 让 我 们 来 分 析 一 下 位 移 向 量 的 实数 倍 和 应 该 如 何 定 义 。 设 入 
是 一 个 非 比 实数 ( 亦 称 为 无 理 数 ) ，a 一 AB。 邻 B* 是 直线 A4B 上 那 
个 唯一 的 点 使 得 有 向 长 度 之 比 


AB:. AB=M 


| 六 | 


则 入 .a 应 该 定义 为 AB*， 因 为 它 是 唯一 能 够 使 得 下 述 比较 原则 成 立 者 
， 即 


[ 设 和 介 于 两 个 有 理 数 志和 地 之 风 而 且 AB = 二 4B 
Nn 
40s A 则 B* 亦 必 Ee 
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而 运用 上 述 比 较 原 则 和 Eudoxus 夹 逼 原理 即 可 验证 上 述 所 定义 的 实数 
倍 的 倍 积 也 满足 同样 的 运算 律 ， 即 


(i”) 入 a 二 HA:a=( 入 十 Ja 

ti ) 和 A (pa) = (MN) :a 

(iii”) A.(a+b)=A:a+A:.b 

对 于 任 给 实数 和 , J/ 和 位 移 向 量 ab 恒 成 立 。 


[ 注 ] : 放大 、 缩 小 这 种 相似 变换 是 空间 中 常见 常用 者 ， 而 平面 几何 中 的 
相似 三 角形 定理 则 是 关于 相似 变换 的 基本 定理 。 在 此 ， 值 得 注意 的 是 
倍 积分 配 律 . (a 十 b)= 二 上 .a 未 :b 的 本 质 就 是 上 述 基 本 定理 的 代数 化 
形式 (参看 [图 5-2]) 。 


令 a=AB,b=BC,， 则 a+b 一 AC。 如 [图 5-2| 所 示 ， 


A a Bp B' 
[图 5-2| 


人 ABC 和 ~ 八 A'B'C', A 二 A' 而 且 上 是 其 相似 比 ， 则 AB AP =&k. a, B'C = k.b, 


AO=k.AC=k.(at+b). 


5.2.2 勾 股 定理 和 位 移 向 量 的 内 积 


一 个 位 移 向 量 AB = r(4, B) 含有 方向 和 长 度 这 样 两 种 本 质 ， 我 们 将 
用 符号 |a| 表示 其 长 度 ， 以 La,b) 表示 两 者 的 方向 之 差 ， 亦 即 两 者 之 间 
的 夹 角 。 Re 
量 来 表达 三 角形 ， 则 它 的 三 个 有 向 边 就 可 以 分 别 表达 成 ab 和 a+b。 
由 平面 几何 中 所 熟知 的 8.5.9. 爱 合 条 件 可 见 夹 角 La,b) 业已 被 其 三 边 
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边 长 |al, |bl, la 十 b| 所 唯一 确定 。 再 者 ， 中 国 古 算 中 的 勾 股 定理 ( 即 古 
希腊 的 毕 氏 定理 ) 则 可 以 改写 成 


若 Za,b) 二 直角 ， 则 有 la+bl2=lal2 上 |bp? 


而 在 一 般 a,b 并 非 互 相 重 直 的 情形 则 a 十 bj? 一 |al? 一 |b|? 关 0。 例 如 当 
a 二 b 的 特殊 情形 ， 则 有 


a+ bp — al? — IbP? = 4laf? ~ al? — lal? = 2lal? 
总 之 ， 对 于 任 给 两 个 位 移 向 量 ab， 下 述 函 数 
1 
(5.1) f(a.b) = fla+bP 一 la 一 |bP 


是 一 个 值得 研讨 的 几何 量 ， 例 如 flalb)=0 帮 是 ab 互相 垂直 的 充 要 
条 件 ， 而 /aal) = |al?。 所 以 它 显然 是 一 个 和 ab 的 长 度 、 夹 角 都 密 
切 相 关 的 几何 量 。 但 是 归根 究 底 (5.1)- 式 所 定义 的 几何 量 是 否 真 正 有 用 
、 好 用 ， 还 得 要 看 它 是 否 具有 简洁 好 用 的 优良 性 质 。 它 显然 具有 对 称 
性 ， 即 f(a,b) = f(b,a)?， 而 详 加 研讨 的 结果 会 发 现 它 其 实 还 具有 下 述 
简洁 匈 工 的 性 质 ， 即 


(5.2) f(a,b+c)= f(a,b)+ f(a,c) 


若 以 f(a,b) 的 定义 ( 即 (5.1)- 式 ) 代入 (5.2)- 式 ， 即 得 所 需 证 者 ， 实 乃 
下 述 含 有 三 个 任意 向 量 的 恒等式 ， 亦 即 


2{f(a,b+ce) 3 f(a,b) — f(a,c)} 
(5.2") := 上 a+b+cl mla+bl?—|b+cl:—lc+t+al 
+|lal2 上 +|b?+ilc2 三 0 


要 证 明 上 述 对 于 任 给 三 个 向 量 {a,b,c} 都 普遍 成 立 的 恒等式 之 前 ， 自 然 
要 看 一 看 是 否 有 一 种 对 于 任 给 二 个 向 量 {u,v} 都 普遍 成 立 的 恒等式 呢 
? 若 有 ， 则 一 来 肯定 比较 容易 证 明 ， 二 来 说 不 定 还 可 以 把 [后 者 」 用 
来 证 明 『「[ 前 者 ] 。 要 把 上 述 想 法 付 诸 实 践 ， 当 然 就 得 有 一 个 [和 后 者 J 
究竟 是 怎么 样 的 恒等式 的 [猜想 」 才 能 进而 证 明之 ， 是 不 ? 
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在 此 ， 我 们 自然 要 用 上 反 推 法 去 「 按 图 索 怠 」。 亦 即 假想 (5.2)- 式 
成 立 的 话 ， 应 该 会 有 那 种 对 于 任何 一 对 向 量 都 普遍 成 立 的 恒等式 ? 若 
用 (5.2)- 式 反 推 ， 则 有 


Iu+v| = Fu+vu+v) ( 用 (5.2)- 式 展开 ) 
= [uP +lvi + f(u,v) + f(v,u) 

uv = f/f(u—v,u—v) (用 (5.2)- 式 展开 ) 
=|ul+|v oo fu,v)— fv,u) 


由 此 可 见 ， 应 该 有 恒等式 ( 称 之 为 广义 勾 股 定理 ) 


(5.3) Iu+v2+Iu 一 vv 三 2lu +2|vp 

请 注意 ， 上 面 这 一 小 段 反 推 法 分 析 只 是 说 明 : 假如 (5.2)- 式 恒 成 立 ， 则 
(5.3)- 式 也 恒 成 立 。 而 我 们 真正 要 做 的 是 先 用 几何 直接 证 明 (5.3)- 式 恒 
成 立 ， 然 后 再 设法 用 它 来 证 明 (5.2)- 式 ( 亦 即 (5.20)- 式 ) 恒 成 立 。 反 推 
法 的 分 析 其 实 只 是 让 我 们 想到 (5.3)- 式 恒 成 立 这 个 待 证 的 猜想 。 在 论证 
上 述 猜想 之 前 ， 不 妨 先 对 几 个 特别 简单 的 情形 ， 看 一 看 它 是 否 成 立 ， 
亦 即 在 u,vV 之 间 的 夹 角 是 0, 互 和 T 这 三 种 情形 : 

当 Zu,v)= 二 0 时 ，|u 土 v|= | 二 |vl| ， 所 以 


lt+vP+lu -v= (+Iv) + (al Iv) = 2 +2IvE 
当 Zu,v)= 二 时 ，|u 土 Vv|= lul 于 |vil ， 所 以 

lu+vP+la -v= (|v) + (hal+|v) = 2 +2IvE 
当 ulVv 时 ， 由 句 股 定理 ， 即 有 


+ 站 = 一 = 二 lv 


> Jut+vi +|umv| = 2|u +2|v|? 


上 述 对 于 三 种 简单 特例 的 验证 ， 其 实 也 提供 了 下 述 把 一 般 的 情形 的 证 
明 归 于 上 述 业已 验证 的 三 种 特殊 情形 来 加 以 推导 的 思路 ， 如 [图 5-3] 所 
示 ， 我 们 可 以 用 重 直 投影 把 v 分 解 成 vi 十 va， 其 中 va 和 u 重 直 而 vi 
和 u 同 向 (或 反 向 ) 。 
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[ 图 5-3 | 
这 样 ， 就 可 以 把 (5.3)- 式 的 证 明 归 于 上 述 三 种 业已 验证 的 情形 作 如 下 推导 : 


lutvP =lu+tv + lv 

uv =lu-v +lvl 

ut+vP+lumv =lu+t+v+lu— vi +2|v2| 
=2|u| :+2|vi?+2|v2|’ = 2|ul* + 2|IvE 


(5.4) 


现在 让 我 们 再 用 刚才 证 明 的 (5.3)- 式 纯 代数 地 去 推导 (5.2')- 式 的 普遍 成 立 : 
令 u=a+b,v= 二 c， 即 有 

人 la+b+cl +la+b—c?—2laat+bl’—2lcl =0 
令 u=a,Vv= 一 bc， 即 有 

(i) -la+b 一 cj 一 la-b+c?+2la ?+2b 一 cj2=0 
令 U=a+cv=b， 即 有 

(iii) la--b+ec2?+la+b+c 一 2a+c 一 2|b2=0 
令 U=hb,v=c， 即 有 

(wv) -2Ip+ec2-2|b 一 ce? 上 +4b2+dc2=0 


将 上 述 四 个 恒等式 相 加 和 后 再 遍 乘 以 款 ， 即 得 恒等式 (5.2)， 亦 即 (5.2)- 式 
普遍 成 立 。 

总 结 上 面 的 讨论 ， 我 们 以 匀 股 定理 为 基础 ， 证 明 几 何 量 f(a,b) = 
i{la+bl? 一 |al? 一 |b|2} 具有 (5.2)- 式 所 表达 既 简 且 精 的 性 质 ， 它 将 是 
用 向 量 去 研讨 几何 广泛 有 用 的 有 力 工 具 。 在 向 量 代数 中 ， 我 们 索 兴 把 
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它 想 成 是 一 种 由 两 个 向 量 求 得 一 个 数值 的 一 种 乘积 ， 叫 做 向 量 的 内 积 
(inner product) 并 改 用 符号 a:b 表达 之 ， 亦 即 以 


1 
(5.1) ab= atfla+pP 一 la 一 | 


为 向 量 内 积 的 定义 式 。 这 样 做 的 基本 原由 就 是 使 得 性 质 (5.2) 可 以 直 截 
了 当地 改写 成 


(5.2”) a:(b+c)=a:b+a':c 

这 种 分 配 律 的 形式 ， 使 得 它 运 用 起 来 能 够 更 加 得 心 应 手 。 

【定义 】: (向 量 内 积 ) 位 移 向 量 ai b 的 内 积 a.b 定义 为 
a-b=2{latbP lap — bl) 

内 积 的 运算 律 : 

(i) a:b=b.a 

(il a: (b+c)=a:b+a':c 

(iii) (ka) :b =a: (kb) = k(a:b) 


[当天 是 整数 或 有 理 数 时 ，f(iii) 是 (i) 和 (ii) 的 推论 。 当 天 是 非 比 实数 时 
， 则 可 用 倍 积 的 比较 原则 和 Eudoxus 原理 加 以 推导 。|] 


内 积 的 几何 意义 : 

(aa=|al? 

(i)a:b=0SaLb ( 亦 即 Za,b) = 十 了 ) 
(ii) 在 Za,b)==9 的 一 般 情形 


a:b=|al:|blcos0 
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[ ( 首 ) 的 证 明 ] 先 验证 9=0 或 = 区 这 两 种 特殊 情形 
若 9 二 0， 则 有 |a 十 b|==|a| 十 |b|。 所 以 


1 
a.b=3{(al+Ib)’ — lal — [bl} = |al: lb| = lal Iblcos0 


若 0 二 xr， 则 有 la+b|= | 


， 所 以 


a b= 3{(al- Ib) — la — [bP} = lal: [bl = |al. Ibleos” 
在 一 般 的 情形 ， 可 将 b 分 解 成 
b=bi+bs, biLb, 
而 La,ybi) 一 0 或 T+， 则 有 


a:b=a'.:(bi+i+b2)=a':bi+i+a:b,» 
= a:bi=+|a| :|bil| 


而 十 |bl| = |blcos0。 


[ 注 ] : 上 述 公 式 提供 了 用 内 积 表达 两 个 非 零 向 量 的 夹 角 人 徐 纺 的 公式 ， 即 
人 
lal'Ibl va'avb:b 


其 实 ， 上 述 公 式 就 是 平面 几何 中 熟悉 的 条 纺 定律 。 由 此 可 见 ， 长 度 
和 角度 都 可 以 用 向 量 内 积 去 有 效 计 算 ， 而 内 积 本 身 又 具有 一 套 十 分 简 
明 有 力 的 运算 律 ， 特 别 是 分 配 律 。 在 本 质 上 ， 内 积分 配 律 帮 是 匀 股 定 
理 的 提升 和 精简 之 所 得 ， 也 可 以 说 是 匀 股 定理 代数 化 的 最 佳 形 式 。 


5.2.3 ”面积 的 匀 股 定理 和 位 移 向 量 的 x 一 


四 面体 是 三 角形 的 三 维 推广 。 而 具有 三 个 棱 正 交 于 一 点 的 四 面体 则 
是 直角 三 角形 的 推广 ， 我 们 将 称 之 为 正 交 四 面体 ， 如 [图 5-4 所 示 : 
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面积 的 勾 股 定理 : 


设 04, 0B, OC 正 交 于 O， 它 共 交 于 O 点 的 三 个 三 角形 人 OA4B， 
A 人 OBC, 人 OCA 互相 重 直 ， 而 人 ABCO 则 是 和 其 他 三 个 面 斜 交 者 。 是 否 
也 有 类 似 于 勾 股 定理 的 公式 说 明 上 述 正 交 四 面体 的 四 个 面积 之 间 的 关 
系 呢 ?例如 斜面 面积 的 平方 是 否 恒 等 于 其 他 三 个 面 的 面积 平方 之 和 呢 
? 这 就 是 我 们 接著 所 要 论证 者 。 


【定理 53】: (面积 的 匀 股 定理 ) 一 个 正 交 四 面体 的 斜面 面积 的 平方 
恒 等 于 其 他 三 个 面 的 面积 平方 之 和 ， 亦 即 如 [图 5-4] 所 示 


(A4BC) = (AO4B) + (AOBC) + (AOCA)’ 


证 明 : 令 正 交 四 面体 的 三 个 正 交 于 O 点 的 核 长 分 别 是 各, 2, L3， 则 
由 勾 股 定理 即 得 其 斜面 人 ABC 的 三 边 边 长 分 别 是 


a= /E+EB, b= VE+, c= V(t 


匈 见 其 三 个 互相 正 交 的 三 角形 的 面积 分 别 为 


1 1 1 
AOAB De AOBC 一 了 al3， AOCA 了 机 
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再 者 ， 由 平面 几何 中 的 秦 九 韶 公 式 ， 其 斜面 面积 平方 是 
(A4BC)? 
六 {2(ep +b+ea) (a+b +e)} 
= 二 但 [ 抱 + 同 全 + 二 二 人 + 二 全 + 二 + 全 + 国信 + 多] 
-[(G+6) + (+8) + (G+6)]) 
= {88+ 48 + 4 本 
= (AO4B)2 + (AOBC)? + (AOCAY? 


在 坐标 几何 中 ， 勾 股 定理 的 重要 推论 是 下 述 距离 公式 
eel = 二 四 

其 几何 意义 是 :空间 中 直线 段 万 及 的 长 度 平 方 等 于 它 在 三 个 互相 重 直 
的 直线 上 的 各 别 垂 直 投 影 的 长 度 平 方 之 和 。 再 者 ， 设 向 量 a 和 hb 在 三 
个 坐标 轴 上 的 垂直 投影 的 有 向 长 度 分 别 是 (a1, a2,a3) 和 (bi,02,03)， 则 有 
内 积 坐 标 计 算 公式 

ab 一 Q101 上 Qa202 = Q303， 
当 a=b 时 ， 即 有 

la =a:a=Qf 二 2 十 a2 
由 此 可 见 上 述 内 积 公 式 实 乃 距离 公式 的 推广 。 

[定理 5.3] 的 几何 意义 是 : 空间 中 一 片 平 面 的 面积 平方 等 于 它 在 三 个 
互相 重 直 的 平面 (例如 一 个 正 交 坐标 系 的 三 个 坐标 面 ) 上 的 重 直 投影 的 
面积 平方 之 和 。 由 此 可 以 猜想 到 ， 我 们 也 应 该 试 著 将 面积 的 义 股 定理 
的 本 质 进一步 转化 为 在 空间 中 一 片 平 面 和 另 一 片 平 面 之 间 的 上 内 积 ] 
的 适当 定义 。 

假如 我 们 把 一 个 有 向 线段 想 成 一 种 有 向 的 1- 维 基本 几何 事物 ， 定 向 
平行 四 边 形 //(a,b) 想 成 一 种 有 向 的 2- 维 基本 几何 事物 ， 就 自然 会 想到 
是 否 也 可 以 定义 一 种 //(a,b) 和 //(c,d) 之 间 的 [内 积 」 使 得 


Ja.b) Na b) = /ab) 的 面积 平方 
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而 且 //(ayb) 和 //(c,d) 的 『 内 积 」 也 可 以 有 类 似 于 上 述 的 坐标 计算 公 
式 。 
让 我 们 先 来 看 看 1_ 维 的 情形 。 设 4 访 和 0G 方 共 线 ， 则 两 者 的 内 积 就 
等 于 它们 的 有 向 长 度 的 乘积 ， 即 : 
/14B|.|CD| 若 两 者 同 向 ， 
本 {a es 若 两 者 异 向 。 


若 AB 和 OP 不 共 线 ， 令 OD 是 COB 在 AB 上 的 重 直 投影 ， 则 


AB.CP = 有 AB 和 OD 的 有 向 长 度 之 乘积 。 


现在 让 我 们 试 著 对 于 //(a,b) 和 //(c,d) 的 内 积 作 类 同 的 定义 如 下 ， 
即 
G) 当 //(asb) 和 //(c,d) 共 面 时 ， 定 义 其 内 积 为 两 者 的 定向 面积 的 乘 
积 ; 
(ii 当 f(a,b) 和 //(c,d) 不 共 面 时 ， 则 定义 其 内 积 为 //(a,b) 和 //(c',d’) 


的 定向 面积 的 乘积 ， 其 中 //(c',d') 乃 是 //(c,d) 在 //(a,b) 所 在 平 
面 上 的 重 直 投影 。 


且 以 符号 <//(a,b),//(c,d)> 表示 上 面 所 定义 的 量 。 
【定理 5.4】: 


/asb) Nesd)>= | © bo 


证 明 : (i) 设 /ab) 和 //(e,d) 共 在 一 个 平面 呀 之 内 。 在 全 上 取 定 
一 组 向 量 {e1, e2}, lei| 一 |ez| 一 1, Le1, e2) 一 此 9 今 aei 一 Qi b .ei 一 
bi;, Cei 一 CG, de; = d;, 4;2 2 则 由 上 述 定 义 和 行 列 式 乘法 公式 即 有 


cl di 
C2 az2 


</lap) Necd> = |)" 7 


a2 0b2 


Q1C1 十 Q2C2 bic1 十 poco2 
Qa1d1 虽 a2d2 bidi 二 bod» 
a:c bc 
adb:d 
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i) 设 //(asb) 和 //(c,d) 不 共 面 ;而 //(c',d') 则 是 //(c,d) 重 直 投影 
到 //(a,b) 的 所 在 平面 条 的 影 象 ， 由 定义 和 上 述 所 已 证 者 ， 即 有 


<//(a,b), Nlc,d)> = <//(a,b), //(e,d')> 
a:c b:c 
a:d b.d 


再 者 ，c 一 C 和 dd 万 是 重 直 于 开 的 向 量 ， 而 aib 则 是 位 于 开 之 内 
者 ， 所 以 


a:(c—c)=0, b:(c—c)=0 
a.(d-d)=0, b:(d-d)=0 


亦 即 
ac=a:c hb:c=b:c ad=a.d hb.d=b.:d 
即 已 证 得 
</ab), cad>=|a 5 p's 


[定理 5.4 的 公式 充分 显示 这 种 内 积 的 2- 维 推广 肯定 就 是 我 们 所 想 要 
者 ， 例 如 


/lasb), /lasb)> =|a aa 


= |al? .|bl? — (lal :|blcos0)” 
= (lal :|b|sin0)” 
= //(a,b) 的 面积 平方 


再 者 ， 设 e1,e2,@3 分 别 是 一 个 取 定 正 交 坐标 系 在 X,Yy,z 轴 上 的 单位 向 量 
。 仿 
令 


a 一 Ql1el 十 Q2e2 十 Q3e3 
b= bie1 下 bo€2» 站 03e3 


C 一 Cl1el 十 C2e2 十 C3e3 


d= aiel 本 d282» dse3 
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不 难 用 直接 计算 去 验证 : 
<//(a,b), //(c, d)> 


Q1 bi . C1 di CQ2 bo . Co d» 

加 CQ2 02 C2 ds» 03 bs C3 ds 
03 bs C3 ds 
al bi cl di 


= <//(a,b), //(e1,e2)> : <//(c, d), //(e1, e2)> 
+ <//(a,b), //(e2,e3)> : <// (c,d), //(e2,€3)> 
+ <//(a,b), //(es,e1)> : <// (c,d), //(es,e1)> 


向 量 的 x- 积 : 
在 一 个 已 经 定向 的 空间 之 中 (通常 约定 以 右手 型 为 所 选 之 正 向 ) ， 
我 们 可 以 用 一 个 唯一 的 向 量 (a x b) 去 充分 表达 空间 中 一 个 (定向 ) 平 
行 四 边 形 //(a,b) 的 方向 和 面积 ， 如 [图 5-5] 所 示 。 它 是 一 个 和 ab 党 
为 正 交 ， 长 度 等 于 //(a,b) 的 面积 而 (a,b,a xb) 是 右手 型 者 ， 称 之 为 

a,b 的 x- 积 。 
axbi 


由 上 述 x- 积 的 定义 昂 见 
axb=—(bxa) 


而 且 对 于 任 给 c 

(axb):c=V(a,b,c) 
其 实 上 式 就 是 平行 六 面体 的 体积 等 于 底面 积 乘 高 的 向 量 表达 式 。 
【定理 5.5】 :向 量 的 x- 积 满足 下 列 运算 律 : 
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() axb=-(bxa) 

(Gi) (ka) x b = ax (kb) = k(axb) 
Gii) (axb):c=a:(bxce)=V(a,b,c) 
(iv) ax (bi + bz)=axbi+axb, 


a:c bi':c 


() (axb).(cxd)=|0 39 


(vi) (axb)xc—-ax(bxc)=(a.:b)co(b.:c)a 


(i) [(ka) xb—k(axb)l:c=V(ka,b,c)— kV(a,b,c)=0, Vvc 
>kaxb—k(axb)=0 

(iii) (a x b):c= V(a,b,c), 
a:(bxc)=(bxc):a=V(b,c,a)=V/(a,b,c) 

(iv) [ax (bi+bs)—axbi—axb,>:c 

=V(a,bi+b2,c)—V(a,bi,c)—V(a,b2,c)=0, Yc 
>ax(b++b)—-axbi-axb,=0 

(Vv) 万 是 [定理 5.4] 和 x- 积 定义 的 直接 结合 。 

(vi) [((axb)xc—-ax(bxc)—-(a:bjc+i+(b:c)al:d 
=[l(axb)xc.d-[lax(bxo|:d-(a.b(c.d)+(b.c)(a.d) 
=(axb).(cxd)-(dxa).(bxo)—-(a.b)(c.d)+(b.o(a.d) 


a:c b:c d.b a:b 
la:db:d 加 | 
一 0 vd 


>(axb)xc—-ax(bxc)—-(a:bjc+(b:c)a=0 
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四 元 数 一 -时 空 的 代数 : 
时 间 是 一 维 的 ， 空 间 是 三 维 的 ， 所 以 时 空 组 合 的 总 体 是 四 维 的 ， 亦 
即 
RE@U= {(t,a); te R, ae ul} 


Hamilton 的 创见 赋予 时 空 一 种 既 自 然 又 美妙 的 代数 结构 ， 这 也 就 是 著 
名 的 四 元 数 (duaternions)。 其 加 、 乘 运算 的 定义 如 下 : 


(t1, al ) 十 (t2, a2) 一 (三 十 ts, al 十 a2) 


(t1,a1) : (t2,a2) = (fits — a ao, tiaz + toal + al Xa2) 


上 述 加 、 乘 运算 除了 乘法 的 交换 律 之 外 ， 满 足 所 有 其 他 各 种 惯用 的 运 
算 律 ， 例 如 加 法 的 交换 律 和 结合 律 ， 加 、 乘 结合 的 分 配 律 和 乘法 的 结 
合 律 等 等 。 其 中 验 起 来 比较 繁复 的 是 乘法 结合 律 ， 兹 证 之 如 下 :运用 
分 配 律 ， 可 以 把 所 要 验证 的 要 点 归结 到 


[(0, a) (0, b)] (0c) = (0, a)  [(0, b) : (0, ©)] 
这 个 最 不 平凡 的 情形 。 由 前 述 四 元 数 的 定义 ， 即 有 


[(0,a) (0,b) (0c) = (~a. b, a x b). (0,¢) 


(= 
(— Vl(a,b,c), ~—(a:b)c+(axb)xce) 
( 


(0,a) . [(0, b) . (0, e)] 


0,a):(—b':c, bx 人 ce) 
= (—V(a,b,c), ~(b.c)a+ax (bx ©)) 


由 此 可 见 ， 用 [定理 5.5] 的 公式 (vi) 即 有 
[(0, a) (0, b)] (0， C) = (0, a) i [(0, b) (0， cj] 三 (0， 0) 


再 者 ， 我 们 也 可 以 类 同 于 复数 (complex number) 的 情形 定义 共 斩 和 绝对 
值 ， 即 
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则 有 
(t,a):(t,a) = (# +a.:a, 0) 
1 
t,a) 一 了 (t, 
(t,a) To ) 


总 之 ， 四 元 数 甩 是 研讨 时 空 的 精简 有 效 的 数学 工具 ， 它 也 是 研究 学 习 
电磁 学 、 狭 义 相 对 论 的 基本 工具 。 


5.3 结语 


总 结 上 述 对 于 空间 的 保 长 变换 和 向 量 代 数 的 讨论 ， 我 们 再 提纲 架 领 
地 把 所 得 的 结果 和 认识 作 一 概括 性 的 系统 列 述 : 


1. 反射 对 称 是 空间 中 最 为 简单 的 保 长 变换 ， 而 空间 的 所 有 其 他 保 长 
变换 又 都 可 以 由 它们 的 组 合 而 得 之 ， 所 以 它们 又 是 最 为 基本 者 。 
再 者 ， 等 腰 三 角形 是 一 种 最 为 初等 简朴 的 反射 对 称 图 形 ; 在 古 希 
腊 的 几何 学 中 ， 能 够 仅 用 等 腰 三 角形 的 各 种 特征 性 质 之 间 的 逻辑 
转换 来 分 析 空 间 对 称 性 在 几何 学 中 的 各 种 各 样 反映 ， 究 其 原因 其 
实 也 就 是 反射 对 称 性 的 组 合 ， 已 经 含 益 了 保 长 变换 的 全 体 这 个 基 
本 事实 。 


2. 将 两 个 反射 对 称 {Ri, nm,} 加 以 组 合 ， 其 所 得 的 保 长 变换 以 IT， 
II 是 否 相交 而 分 成 两 种 : 当 JinmIs= 力 时 Smno9An 是 一 个 平移 
， 它 把 空间 每 一 点 在 IT1, Is 的 公 重 线 上 由 IT 往 IT 的 方向 向 前 移 
动 2d(ITD,I2) ; 当 InIs=2 时 ，Rn, on 保持 其 交 线 《 上 的 每 
一 点 固定 不 动 ， 而 其 他 各 点 P 则 在 其 《的 重 面 I(P) 中 以 IIP)mL 
为 中 心 作 2ZLITi1,T2) 的 旋转 。 


3. 两 个 平移 九 , To 的 组 合 还 是 一 个 平移 ， 而 且 T0oT%5 二 T2071 用 群 的 
术语 来 说 ， 空 间 所 有 平移 组 成 的 是 保 长 变换 群 的 一 个 正规 子 群 ; 从 
几何 的 本 质 来 看 ， 一 个 平移 把 空间 每 一 点 都 作 了 一 个 同 向 等 距 的 
位 置 移动 ， 所 以 它 是 位 移 的 自然 [量化 ] ， 称 之 为 位 移 向 量 。 总 
之 ， 平 移 和 位 移 向 量 是 同一 事物 的 两 种 观点 ; 从 变换 观点 来 看 叫 
做 平移 ， 从 几何 的 本 质 来 看 则 是 位 移 向 量 ， 这 是 同一 事物 的 两 面 
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观 ， 各 有 所 长 。 我 们 用 前 者 来 定义 其 加 法 和 倍 积 ， 但 是 在 讨论 长 
度 、 和 角度、 面积 、 体 积 等 等 的 几何 内 含 时 ， 则 自 要 采取 人 位移、 有 
向 线段 这 种 几何 的 观点 。 在 第 二 节 中 的 讨论 中 ， 这 种 观点 的 自然 
转换 是 十 分 明显 的 。 


4. 位 置 是 空间 最 为 基本 原始 的 概念 ， 由 此 可 见 位 移 向 量 理所当然 地 
是 空间 的 最 为 基本 原始 的 几何 量 。 第 二 节 中 所 讨论 的 向 量 代数 基 
础 理论 也 就 是 要 把 其 他 各 种 各 样 基本 几何 量 归 结 到 位 移 向 量 去 表 
达 、 人 计算 ;由 此 自然 地 产生 了 内 积 和 x- 积 运算 ， 但 是 这 种 顺 理 成 
章 、 返 瑛 归真 的 探索 的 成 果 ， 不 但 求 得 用 位 移 向 量 去 表达 、 计 算 
其 他 基本 几何 量 的 精 而 简 的 公式 ， 而 且 还 把 定量 几何 学 中 的 基本 
定理 如 相似 三 角形 定理 、 勾 股 定理 和 面积 勾 股 定理 等 等 有 系统 地 
转换 成 向 量 代数 中 的 运算 律 ! 例 如 : 


(i) 向 量 加 法 的 定义 ( 即 [定理 5.1] ) 植 基于 空间 的 平 直 性 ( 亦 即 
平行 性 或 三 角形 内 角 和 恒 为 平角 ) 。 在 古典 几何 学 中 关于 平 
行 的 基本 定理 就 是 平行 四 边 形 的 各 种 特征 性 质 之 间 的 转换 ， 
而 平行 四 边 形 定理 所 转换 而 得 者 就 是 向 量 加 法 的 交换 律 ! 
相似 放大 缩小 是 ( 欧 民 ) 空间 的 特色 ， 这 也 就 是 向 量 的 倍 积 
的 来 源 。 而 关于 相似 形 的 基本 定理 一 一 相似 三 角形 定理 一 一 
用 倍 积 来 表达 就 是 倍 积分 配 律 : 


(i 


Se 


k:(a+b)= ka+t+kb 
关于 长 度 和 角度 的 基本 定理 名 股 定理 及 广义 名 股 定理 
经 过 一 冀 分 析 和 整理 之 后 又 可 以 简化 、 优 化 而 成 为 简单 
易 用 的 内 积分 配 律 : 


Nope 


(过 


a:(bi+c)=a:b+a:c 


We 


[定理 5.4] 和 [定理 5.5] 所 总 结 的 x- 积 运算 律 乃 是 空间 几何 学 中 
关于 面积 、 体 积 、 两 面 角 等 等 的 基本 定理 是 也 ! 但 是 这 些 基 
本 定理 在 古 希 腊 时 期 尚未 能 发 现 。 


由 上 述 分 析 可 见 向 量 运算 不 仅 提 供 了 表达 计算 各 种 各 样 基本 几何 
量 的 有 效能 算 的 代数 公式 ， 而 向 量 运算 律 本 身 其 实 就 是 一 套 完美 


(iv 
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精简 的 几何 基本 定理 ， 且 其 中 重要 的 都 是 分 配 律 或 多 线性 函数 这 
种 简单 易 用 的 形式 表达 。 由 此 可 见 ， 向 量 代 数 万 是 空间 结构 的 全 
面 而 且 美 妙 的 代数 ， 而 其 运算 律 则 是 空间 本 质 ( 亦 即 基 本 定理 所 
表达 者 ) 的 一 种 至 精 至 简 的 表达 。 


5. 空间 的 基本 结构 在 于 任 给 两 点 A, B 之 间 的 唯一 最 短 通路 一 一 直 
线段 A ， 而 空间 的 基本 本 质 en 在 古 
希腊 几何 学 中 ， 用 党 合 公理 来 描述 对 称 性 ， 而 用 平行 公理 来 描述 
平 直 性 ; 在 现代 的 几何 学 中 ， 我 们 把 空间 的 对 称 性 的 总 体 赋予 自 
然而 且 全 局 的 结构 ， 称 之 为 保 长 变换 群 ， 而 其 中 的 平移 子 群 则 系 
统 表述 了 空间 的 平 直 性 ， 从 而 把 空间 几何 学 的 研讨 提升 到 保 长 变 
换 群 的 不 变量 理论 。 再 者 ， 向 量 运 算 都 是 在 正 交 变换 之 下 协 变 的 
(covariant)， 所 以 用 向 量 运 算 所 得 的 数量 (scalar) 都 自然 而 然 是 不 


变 的 (invariant)。 


总 结 上 述 五 点 分 析 ， 我 们 认识 到 用 向 量 代 数 研 讨 几 何 可 以 窗 不 变量 
村 认 于 内 到 苏 这 中 ， 而 空 > 间 的 基本 性 质 和 基本 定理 的 运用 则 转化 为 


其 运算 律 的 系统 。 这 就 是 学 习 向 量 几 何 ， 并 用 以 探索 大 自然 所 要 
达到 的 境界 ! 


5.4 例题 、 习 题 和 思考 题 
【 例题 】 


(1) P,Q@, 尽 三 点 共 线 的 向 量 条 件 式 : 


设 P, @, 尺 三 点 共 线 ，O 是 任 选 之 原点 ， 即 如 [图 5-6] 所 示 
P 


[ 图 5-6 ] 
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则 存在 实数 有， 使 得 五 太一 大 EGG， 亦 即 


OR -OFP=4k(00 -08) 
全 (kDOP+ (KOG+OR=0 


换言之 ， 存 在 有 不 全 为 零 的 系数 a, DB,7 满足 


a 
Qaw 十 +7Y=0 ( 设 y 关 0) 


反之 ， 若 存在 满足 上 述 条 件 的 a, 6,Y( 设 了 0)， 即 有 
6(09- 现 +- 现 =0 > 珊 =( 放 机 


(2) 用 向 量 代 数 证 明 Menelous 定理 : 


[ 图 5_7 


令 0P=-ja0OgR=1ibOG=-za+yb。 首先 ， 由 A, B, Q@ 三 点 共 
线 的 向 量 条 件 式 ， 即 有 


rz.OA+Yy.0B+(-1)06=0 


z+y-1=0 
再 者 ， 由 P,Q, RR 三 点 共 线 的 向 量 条 件 式 ， 即 有 
"OP+ .0R+(-1)00=0 
2 


hi 
Z yy 

全 一 二 二 一 1=0 
和 
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由 此 解 得 
wy kik2 3 ki Ce kik2 k2 
kak ki — ks 
所 以 
OB hk BR 1-ko 
PA kl RO k2 
即 得 


al 


:A 
da2 a3 


[图 58] 


设 ai = OB 分 别 为 质量 J 的 三 个 质点 的 位 置 向 量 ， 则 其 重心 的 
位 置 向 量 就 是 
1 
HI KH2 十 /3 
其 中 mi 是 的 质量 百分比 ( 亦 即 mi 十 m2 十 m3 二 1) 。 若 改 用 
重心 作为 原点 ， 则 {a1, a2, a3} 满足 条 件 式 


(HUMial 十 J2a2 十 13as) = Mia + M2av + maas 


mial 十 M2a2 十 3a3 一 0 
由 (mial 十 m2a2 十 m3as)Xa3 二 0 得 
mial Xas 二 m2a2> X 3a3 一 0 
全 一 mi 人 ,+m2 人 1! =0 
> Ail: A :AAs = mi :mo :ms 
= A A 
这 其 实 乃 是 Ceva 定理 在 [力学 」 中 的 表现 。 
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(4) 圆 知 定理 的 向 量 证 法 : 
L 为 过 书 点 的 直线 ， 与 圆 交 于 Q1, Qa 两 点 。 令 总 为 4 上 的 一 个 
动 点 ，u 是 沿 人 《方向 的 单位 长 向 量 。 


[ 图 5-91] 


多 见 有 


OX = OP+PX= OFP+ru 
由 此 可 见 ， 直 线 [上 的 动 点 针 恰好 位 于 以 O 为 圆心 ， 半 径 为 民 
的 圆 上 的 条 件 式 就 是 
R? = OX.OR = (0P+47ru) (OB + wu) 
~ OF.0P +2r0P .ut 
上 述 二 次 方程 式 的 两 个 根 NM》 也 就 是 PO? 和 PO 的 有 向 长 度 
。 所 以 


人 


N+ = -20P.u 
第 一 式 的 几何 意义 就 是 


前 
入 
溢 


PAO. PO = |0B] -RF ( 
第 二 式 的 几何 意义 是 什么 呢 ? 
令 P' 是 4 上 使 得 (PP',Q1Q2) 成 调和 点 列 之 点 ， 亦 即 


QP CE 


= -1 
3 一 > 
P'Q Pei 
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上 一 和 1 一 和 2 2A1 和 2 
A2—k A 和 Ll 十 入 2 


所 以 


BR DD sh OE 1 2u .OP 


一 和 1 和 2 = 一 R? Ee pr 


上 述 向 量 代数 式 的 几何 意义 就 是 : 成 在 直线 OP 上 的 重 直 投影 


是 一 个 国定 的 向 量 ， 亦 即 和 无关。 


[图 5-10] 


【 习题 】 


(1) 试验 证 在 例题 (1) 中 当 7y 天 0 的 条 件 换 成 wz 天 0 或 B 天 0 时 ， 同 样 
结论 亦 成 立 


设 1, {2 是 空间 中 两 条 ( 相 央 ) 直线 ， Ai, B1 € {i, 4 Do € {» 为 线 上 给 
定 的 ( 相 异 ) 四 点 。 令 Xi Xz 分别 为 2 lo 上 的 动 点 ， 则 容易 把 XIXs? 
改写 成 下 述 形式 : 


a 
(2) 间 癖 同时 重 直 于 LO 的 代数 条 件 式 是 什么 ? 
(3) 试 讨论 在 什么 的 情况 下 这 个 公 重 线段 各 下 2 是 
(i) 唯一 存在 的 ， 而 且 其 长 度 不 为 0; 
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(i 唯一 存在 的 ， 但 是 其 长 度 为 0; 
(iii) 并 非 唯 一 存在 的 。 


(4) 令 互 轧 为 题 (3)(i) 情形 中 的 公 重 线段 。 试 证 这 是 所 有 语义 中 的 
最 短 者 。 
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几何 学 在 古 希 腊 文 明 鞍 勃 进展 ， 获 得 辉煌 的 成 就 ， 黄 定 了 定性 和 定量 
几何 的 基础 理论 。 在 西方 ， 由 十 希腊 文明 一 直到 十 五 、 六 世纪 的 文艺 复 
兴 ， 理 性 文明 历经 了 上 千年 的 暗淡 时 期 。 其 间 战 乱 不 断 ， 和 希腊 文明 的 成 
果 ， 仅 赖 东 罗 马 (Byzantine Empire) 和 阿 刺 伯 文 明 得 以 保存 其 大 部 。 长 话 
短 说 ，1453 年 东 罗 马 帝 国 的 灭亡 迫使 大 批 希 腊 学 者 和 书稿 流入 意大利 ， 
和 当时 经 由 阿 刺 伯 传 入 的 中 国 印刷 术 ， 促 成 了 希腊 数理 名 著 如 Euclid 的 
“Blements”, Apollonius 的 “Conic Sections”, Diophantus 的 “Arithmetica” 
等 等 的 拉丁 文 版 在 意大利 相继 问世 。 希 腊 文 明 的 硕果 终于 歼 过 了 上 千年 
的 上 暗淡 岁月 ， 浴 火 重 生 ; 在 欧洲 大 陆 重新 札 根 、 靖 芽 、 拙 壮 ， 发 展 成 影 
响 全 世界 的 近代 科技 文明 。 数 学 和 天 文学 的 进展 ， 又 再 一 次 扮演 著 先 
行者 、 黄 基 者 的 角色 ， 此 点 在 近代 科学 的 创始 者 如 Copernicus，Brahe， 
Kepler, Galileo, Vieta, Descartes, Fermat, Newton, Leibniz 等 等 的 贡献 中 
可 见 其 梗概 。 而 其 中 影响 无 比 深远 者 则 首 推 坐标 解析 几何 和 微 积分 ， 
它们 商定 了 对 于 各 种 各 样 自 然 现 象 作 深 刻 的 数理 分 析 的 基本 工具 。 


Descartes 和 Fermat 在 坐标 解析 几何 学 上 的 创建 ， 把 当代 新 兴 的 代 
数学 ， 系 统 地 用 来 研究 几何 。 他 们 的 工作 都 直接 得 益 于 Vieta 在 代数 学 
上 的 著作 。 总 之 ， 几 何 学 和 代数 学 从 此 得 以 密切 结合 、 相 辅 相 成 、 相 
得 益 彰 。 它 不 但 促进 了 两 者 的 大 幅度 进展 ， 而 且 也 使 得 微 积分 学 的 展 
现 变 得 水 到 渠 成。 所 以 坐标 解析 几何 学 的 创见 ， 有 万 是 整个 人 类 理性 文 
明 发 展 史 上 的 一 件 大 事 。 从 几何 学 的 发 展 史 来 看 ， 向 量 代数 的 产生 万 
是 十 九 世 纪 中 叶 的 事 ， 足 足 比 坐标 解析 几何 的 产生 上 晚 了 两 个 世纪 。 如 
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今 回 顾 、 反 思 ， 可 见 向 量 代 数 其 实 乃 是 坐标 几何 的 返 到 归真 和 精益 求 
精 ， 它 使 得 几何 和 代数 结合 得 更 加 真切 自然 、 直 截 了 当 。 在 此 ， 我 们 
将 改 用 向 量 代数 为 工具 回头 来 对 于 坐标 解析 几何 作 一 简明 扼要 的 介绍 
。 这 种 讲法 虽然 是 历史 发 展 的 逆序 ， 但 是 这 种 返 下 归真 的 向 量 讲法 可 
以 把 解析 几何 的 精 要 体现 得 更 加 简明 朴实 。 


6.1 正 交 坐标 系 和 平面 (或 空间 ) 的 坐标 化 


在 平面 (或 空间 ) 中 取 定 一 点 O 为 基点 ( 称 之 为 原点 )， 则 其 中 任 
给 一 点 了 的 位 置 就 可 以 用 位 移 向 量 OP ( 亦 即 平移 7(O, PP) ) 加 以 唯一 
确定 。 改 用 集合 的 术语 来 说 ， 即 平面 ( 或 空间 ) 中 所 有 点 所 成 的 集合 
和 平面 (或 空间 ) 的 所 有 位 移 向 量 ( 亦 即 平移 ) 所 构成 的 代数 体系 之 
间 具 有 上 述 自然 的 一 、 一 对 应 ， 即 PO OFP ( 亦 即 7(O,P))。 这 个 一 
、 一 对 应 显然 和 原点 的 选取 有 关 。 例 如 


本 


P 则 有 OP = O04+0P 


SS 


再 者 ， 在 平面 上 我 们 可 以 取 用 两 个 互相 重 直 的 射线 OX 和 0， 而 在 空 
间 之 中 则 可 以 取 用 三 个 互相 重 直 的 O2, OV 和 O02。 邻 eu ,e, 和 es 分 别 
是 以 OZ, OV 和 [六 为 其 方向 的 单位 长 向 量 ， 则 有 


OP = 4.es+Yy.e,, 其 中 rd.: y= OP.e, 
(或 OP = 4.es 1+Yy.e,t+z.e; 
其 中 de y = OB.e,, OP 


由 此 可 见 已 点 在 平面 (或 空间 ) 中 的 位 置 又 可 以 用 有 序数 组 (x,y) (或 
(2;02)) 加 以 唯一 确定 ， 称 之 为 P 点 在 平面 坐标 系 {0O;ezs,ey} (或 空间 
坐标 系 {0O;ezs,ey,ez}) 中 的 坐标 。 如 [图 6-1] 所 示 ，2z, yz 的 几何 意义 
乃 是 位 移 向 量 OP ( 亦 即 有 向 线段 ) 在 x,y, 二 轴 上 的 得 直 投影 的 有 号 
长 度 是 也 。 
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[ 图 6-1 ] 


在 平面 上 (或 空间 中 ) 选取 一 个 正 交 坐标 系 ， 不 但 可 以 有 系统 地 用 有 序 
数 偶 (x,y) (或 三 数组 (7,y,2z)) 来 标记 平面 上 (或 空间 中 ) 点 的 位 置 ， 
而 且 也 可 以 用 下 述 有 序数 偶 (或 三 数组 ) 来 表达 平面 上 (或 空间 中 ) 
的 向 量 ， 即 
a (ddy): ds =aes, Wy =a:ey 
(或 a (dw,Qy Qs): Aas =a'es, = 一 ae Qs =a.es) 
亦 即 a= adetay'ey 
(或 a=a:er 二 aey 十 az ez) 
通常 把 qj, ay as 分 别 叫 做 向 量 a 在 2,yz 方 向 的 分 量 (components)。 
再 者 ， 用 向 量 {ez,ey,ez} 的 下 述 内 积 关 系 
ez ' ez 一 ey'ey 王 ez'ez 三 1 
ez 'ey 一 ey :ez 一 ez'er 三 (0 
和 向 量 运算 律 即 可 推导 改 用 分 量 来 表达 的 向 量 运算 公式 ， 即 
a (aaa 4s), bo (bs, by, bs) 
(i) a+b © (st bs,Qy by,as + bs) 


(ii) k.a eo (kaz, kay, kas) 
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(ii) a b = azbs 十 avby 十 azbz 


(iv) 若 {fesemez} 是 右手 型 则 有 


axbo ( 


效 验 证 (iv)- 式 如 下 ， 其 他 三 式 的 验证 留 作 习 题 : 
由 所 设 {es,e@y,ezs} 的 正 交 性 和 右手 型 ， 即 有 


ez xX ey = 一 ey X ez = ex 
ey X ei = eX ey 
ey Kies = 6X ey 


再 用 分 配 律 ， 即 有 


axb= (aes 十 avey 十 azez) X (Drer + byey + bses) 
= (Qzby — aybz)er X ey (aybs — azby)ey X ez + (asbs — Arby)es X er 


| a 本 | 本 
oa bl las bol la bl 
将 (iii)- 式 和 (iv)- 式 相 结 合 ， 即 得 
az Qy Qs 
(axb):c= | b, bs 
全 
由 此 可 见 ， ee 有 系统 地 
归于 向 量 的 分 量 加 以 计算 ， 而 这 公式 都 是 正 交 性 和 分 配 律 的 直 


接 推论 。 


距离 公式 : 直线 段 的 长 度 是 空间 的 各 种 各 样 几 何 量 之 中 的 最 、 最 基本 
者 。 所 以 坐标 几何 的 头号 基本 公式 理 当 是 给 定 两 点 万 ,了 肠 之 间 的 距离 
的 坐标 表达 式 ， 即 

dad(P, Py) =PBB.BPB= (x2 — 21) + (ya my) + (so) 

| 若 户 , 忆 共 在 平面 z= 二 0 之 上 ， 则 zp 一 z= 二 0。 | 
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a 岗 中 和 珊 史 用 同 的 居 训 几 的 

人 处 弦 可 以 用 它们 的 内 积 公 式 计 算 之 ， 即 

BP .BE 

VBP .BPVBBD.BD 

(x1 — zo)(T2 — To) + (Yi — Yo)(y2 — Yo) + (Z1 — Zo)(z2 — z0) 

(Z1 一 Z0)2 十 (太一 %)2 十 (2 一 20)2V(Zza 一 Z0)2 十 (ya — Yo) (22 — 20)? 
三 角形 面积 公式 : 设 及 , 中, 已 是 平面 上 (或 空间 中 ) 的 给 定 三 点 ， 则 
人 万 记忆 的 定向 面积 (或 不 定向 面积 ) 可 以 分 别 计算 如 下 : 


cos0 = 


] 1 1 1 
A Xo0 VX1 2 
Yo Y1 Y2 
1 
[APPPI = 7 (BR x BB). (BR x HR) 
| 
二 一 17Z0o TZ 72| Ty Yi Yy2| 十 20 2 2%2 
Yo Y1 Y2 Z0 ZZ1 22 Xo Xl1 V2 


四 面体 体积 公式 : 设 已 , 忆 , 忆 , PB 是 空间 中 给 定 四 点 ， 则 其 所 张 的 四 
面体 了 ( 媚 ;, 局 ;, 忆 , 户 ) 的 定向 体积 可 以 用 下 述 公式 表达 之 ， 即 


1 1 1 1 
1 Xo 1 V2 3 
6 Yo Y1 Y2 Y3 
20 Zl1 22 23 


V (T(D,P, P,P))= 


[试用 V(T(D, 记 , 己 , 咏 )) = 2 x 互 脉 ) :再 马 验证 上 式 。] 
【习题 】 


a 0<i<3, 的 表达 


(2) 试 求 平面 上 三 点 {已 (zi, Yi),0 <i<2} 共 线 的 条 件 式 。 
(3) 试 求 空间 中 四 点 {P(xi, yi, 2i),0 <i < 3} 共 面 的 条 件 式 3 
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(4) 试 求 空间 中 三 点 {P(zibo2))0<i<2} 共 线 的 条 件 式 。 


(5) 如 [图 6-2] 所 示 ， 设 [, 4* 是 空间 中 两 条 不 交 线 ( 亦 即 不 共 面 者 ) 
? Bb 和 PrPx 分 分 别 是 多 上 单位 长 线段 。 试 证 {a(P, P”*), Pe 
{, P*E (Vr} 的 极 小 值 ( 称 之 谓 [, 4* 之 间 的 距离 ) 等 于 下 述 比值 : 


的 绝对 值 。 


PD 


[图 6-2 ] 


6.2 直线 和 圆 ， 和 平面 和 球 


直线 与 圆 是 平面 上 最 为 精简 的 一 维 子 集 ， 而 平面 与 球 则 是 空间 中 最 

为 精简 的 二 维 子 集 。 在 解析 几何 中 它们 都 可 以 用 一 个 简单 的 方程 式 去 
刻 划 之 。 
【定理 6.1】 :在 平面 上 (或 空间 内 ) 一 条 直线 (或 一 个 平面 ) 的 点 的 
坐标 满足 一 个 {x,y} (或 {x,y,2}) 的 一 次 方程 式 。 反 之 ， 任 给 一 个 二 
元 (或 三 元 ) 一 次 方程 式 的 所 有 『「 解 点 」 构 成 的 子 集 乃 是 (z,y) 平面 上 
(或 (z,y,z) 空间 内 ) 的 一 条 直线 ( 或 一 个 平面 ) 。 


证 明 : 设 Po (xo, yo) ( 或 P(xo, Yo, 20) ) 是 直线 《 ( 或 平面 IT ) 的 取 定 
一 点 ， 而 P(x,y) (或 P(x,y,2z)) 则 是 (或 芽 ) 上 的 任意 点 。 再 者 ， 如 
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[图 6-3] 所 示 ， 令 a 二 (a,0) (或 a=(abc)) 是 平面 上 (或 空间 内 ) 和 
L (或 代 ) 垂直 的 向 量 
a= (a,b,c) 
| 
Po (zxo, Yo, 20) 
则 有 


0=a. BP=a(z— 70)+b(y— %) 
(或 0 = a. BP=az— zo) + by — %)+ce(z — 20)) 
亦 即 P(x,y) EL (或 P(x,y,z) EH) 乃 是 上 述 二 元 (或 三 元 ) 一 次 方程 
的 [ 解 点 子 集 ] 。 
反之 ， 设 5 (或 5S*) 分 别 是 下 述 二 元 〈 或 三 元 ) 一 次 方程 的 解 点 子 
集 ， 即 
ar 十 0 十 c 三 0 
(或 az 十 几 十 cz 二 dg=0) 
令 Pi(zo yo) (或 Po(zoyo20)) 是 S( 或 6*) 中 取 定 一 点 而 P(x,y) (或 
P(z,y;,zZ)) 则 是 S (或 5*) 中 任意 一 点 ， 则 有 
az 十 by 十 c=0 和 azo 十 bo 十 c=0 
(或 az 二 by 十 cz 二 d= 二 0 和 azo++byo++czo+d=0) 
两 者 相 减 ， 即 得 
a(z — zo) + by 二 加)=0 SS (a,b) LBPE 
(或 a(z 一 xo) 十 bY 一 Yo) 十 c(z 一 20)= 二 0 兮 (a,b,c) L BP) 


由 此 可 见 9 (或 5*) 乃 是 平面 上 (或 空间 中 ) 过 态 点 而 且 和 向 量 
Re ee 
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[ 注 ] : 上 述 论证 中 所 建立 的 直线 ( 或 平面 ) 和 二 元 ( 或 三 元 ) 一 次 方 
程式 之 间 的 相互 对 应 ， 显 示 了 方程 式 中 变 元 的 系数 组 ( 亦 即 (a,5) 或 
(a,b,c) ) 乃 是 直线 ( 或 平面 ) 的 一 个 法 向 量 的 分 量 。 一 条 直线 (或 一 个 
平面 ) 在 平面 上 (或 空间 中 ) 的 所 有 非 零 法 向 量 之 间 只 差 一 个 j- 倍 。 
由 此 可 见 ， 一 条 直线 (或 一 个 平面 ) 所 对 应 的 二 元 (或 三 元 ) 一 次 方 
程式 之 间 ， 也 只 差 一 个 有 - 们 。 

【定理 6.2】 (点 、 线 或 点 、 面 的 距离 公式 ) : 设 忆 (z1,W1) (或 
(zi1,Yi;21)) 是 平面 上 (或 空间 内 ) 给 定 一 点 ， 而 《( 或 人) 则 是 
以 


az+by+c=0 

(或 az 十 by 十 cz 二 d==0) 
为 其 方程 的 直线 (或 平面 )， 则 有 下 述 距 离 公式 : 
Qazi 二 by 二 +c 


i" 


d(P,&) 二 


| 


证 明 : 如 [图 6-4 所 示 


| (a,5) (或 ny 


十 一 一 一 一 
万 是 2 (或 开 ) 的 两 个 单位 长 法 向 量 n 和 nn; 而 站 则 是 其 上 任 取 一 点 


n 


Pi (zx1, Yi1) 


Po (zxo, Yo, 20) 


Pi(z1, yi, 21) 
| 图 6-4 | 
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则 有 


d(Pi,l) 或 dP 了 DD)=n.BRB 或 .BF 


【 习题 】 


(1) 试 写 下 过 平面 上 ( 相 异 ) 两 点 忆 (z1, 轨 ), 己 (z2,Y2) 的 直线 的 方程 
式 Le] 


(2) 试 写 下 过 空间 中 (不 共 线 ) 三 点 P(xi, V1,%1); PB(72, yo, 22), P(X3,Y3, 23) 
的 平面 的 方程 式 。 


(3) 试 写 下 过 平面 上 一 点 (zx0,Vyo) 并 垂直 于 向 量 了 = (ab 的 直线 的 
方程 式 。 


(4) 试 写 下 过 空间 中 一 点 Po (xo, Yo, 20) 并 重 直 于 向 量 n= (a, b,c) 的 平 
面 的 方程 式 。 


(5) 试 写 下 两 条 直线 的 两 条 交角 平分 线 的 方程 式 。 
(6) 试 写 下 两 个 平面 的 两 个 两 面 角 平分 面 的 方程 式 。 


(7) 问 在 平面 上 两 线 (或 空间 中 两 面 ) 平行 的 条 件 为 何 ? 


【定理 6.3】 : 平面 上 (或 空间 中 ) 以 而 (zoyo) (或 及 (zo,vyo,20)) 为 贺 
心 (或 球 心 ) 以 尺 为 半径 的 圆 (或 球 ) 的 方程 式 如 下 ， 即 


(z—z0) +(y— Yo) =R 
(或 (z 一 zo)+(y -yo) +(2— 2%0) = RR) 


证 明 : 是 距离 公式 和 辆 与 球 的 定义 的 直接 推论 。 


【推论 】: 平面 上 (或 空间 中 ) 一 个 圆 ( 或 球 ) 所 相应 的 方程 式 淖 可 
写成 下 述 形式 ， 即 


klz +y +2Dr+2EBy+F=0 
(或 kK 二 二 Zz 十 2Dz 2By +2Fz+G]=0) 
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其 中 万 ?十 玉 2 一 下 (或 D 十 B2 二 FE2 一 G) 万 是 其 半径 之 平方 ， 所 以 必 
须 非 负 。 反 之 ， 任 给 满足 用 十 一 下 >0( 或 D+ 让 十 P27-G>0) 
的 上 述 二 元 (或 三 元 ) 二 次 方程 式 的 解 点 子 集 乃 是 一 个 圆 (或 球 ) 。 

十 明 令 (zxo, yo) = (—D,—E) (或 (zo, Yo, 20) 一 (一 万 , 一 已， 一 五 ) ) 2 则 
易 见 上 述 二 元 (或 三 元 ) 二 次 方程 式 可 以 改写 成 : 


kl(z — zo +(y—y) —(D+E mF))=0 
(或 kK[((z 一 zo 十 (yy) + 2- -D+F + G)|=0) 


【 引 理 】: 设 Ti:z2 十 好 +2Diz 十 2 有 十 太 二 0 一 12， 则 Ti Ts 互 
相 正 交 的 充 要 条 件 是 其 系数 满足 下 列 条 件 : 


2(D1D。 十 五 1 Po ) ee (FI 十 F;) = 0 


证 明 : 由 上 面 [推论 ] 易 见 Tf;, i = 二 1,2, 的 圆心 0; 的 坐标 为 (一 D;, 一 B;) 
; 而 其 半径 平方 则 为 r?= 十 一。 


[ 图 6-5] 
再 者 ， 由 [图 6-5] 中 可 见 两 圆 正 交 的 充 要 条 件 就 是 OIOF 一 7? 二 73 


》 即 
(Ds— D1) +(B BF) — (D+E -FH)- (DI+E—F)=0 


亦 即 


—2(DiDs + Bib2)+ (Fi+h)=0 


【定理 6.4】: 设 下 和 两 个 加 


Li: 22+ +2Dz+2By+F=0 i=1,2 
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都 互相 正 交 ， 则 下 和 由 Ti,Ts 所 生成 的 圆 系 ， 即 
h(t +2DIz+2By+ hi)+ k(t + +2Dr + 2B2y+ hb)=0 
其 中 每 一 个 圆 都 是 正 交 的 。 
证 明 : 设 工 的 方程 式 为 
DT: £2+y +2Dr+2Dy+F=0 
则 由 所 设 的 正 交 性 即 有 


2(DD! Eb:) 一 (FP 十 hi) = 0 es (1) 
2(DD,» 下 EbE,) 2 (FP 十 F;) = 0 Wr (2) 
再 者 ， 由 TI, Ts 所 生成 的 圆 系 中 的 任 给 一 圆 的 方程 式 可 以 改写 成 标准 
式 为 
ki1D1 + k2D2 kibi1 十 kob2 kiF1 十 koF2 


2 下 2 2 于 
人 


)=0 
由 (1), (2) 易 得 


| k1D1 + kD | kibi + kob2 
ki 证 ko ki 村 k2 


所 以 它 也 是 和 械 正 交 的 。 


kiFi + kPa 


2(D 
( ki 十 k2 


下 二 人 


【习题 】 
(1) 试 写 下 过 平面 上 (不 共 线 ) 三 点 P(t1,W1), 肠 (za 提 )) 已 (x3,Y3) 的 
圆 的 方程 式 。 
(2) 试 写 下 过 空间 中 (不 共 面 ) 四 点 Pi(z1,y1,21), PB (Tr2, yo, 22), Py(T3, Y3, 23), 
已 (zi ya 24) 的 球 的 方程 式 。 
(3) 试 求 分 别 以 下 述 方程 式 表达 的 直线 与 圆 相交 于 两 点 ， 相 切 和 不 相 
交 的 系数 条 件 式 : 
Li: ar 十 加 十 c=0 
PT: £2+y+2Dr+2EBy+F=0, (DI+E-F>0) 
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(4) 试 求 分 别 以 下 述 方程 式 表达 的 平面 与 球 相交 于 一 国 ， 相 切 于 一 点 
和 不 相交 的 系数 条 件 式 : 


JI: az+i+byt+cz=0=0 
D: 2+ ++2Di+2By+2Fz+G=0, (D+F+F-G>0) 


(5) 设 忆 (zi) 是 位 于 圆 工 外 的 一 点 ， 而 工 的 方程 式 是 
LT: z+y +2Dr+2By+F=0 


试 求 如 [图 6-6] 所 示 由 忆 到 工 的 切线 长 平方 的 公式 ( 其 值 叫做 
已 点 对 于 本 的 早 ) 。 


P(x1, 1) 


[图 6-6] 


(6) 等 车轴 : 设 荆 ,Ts 是 相 央 两 圆 ， 其 方程 分 别 为 
Dj;: 2 +2Dir+2By+F=0, i=1,2 


和 Ti, Ts 的 切线 长 相等 的 点 集 叫 做 它们 的 等 需 轴 ， 试 求 其 方程 式 


oo 


(7) 如 [图 6-7] 所 示 ， 械 :十 访 一 Y= 二 0 乃 是 一 个 以 OC 为 直径 的 圆 。 
令 A(a,0), B(B,0) 为 Z- 轴 上 给 定 两 点 ， 连 结 和 =4C 和 心 =BC 
使 得 两 线 分 别 相 交工 于 Qi Q2 两 点 。 
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《 
Bl, 1) 


> 


1:£2 — AT 
注意 C0, Qu Qa 都 在 gy 之 上 。 试 求 一 个 适当 的 值 和 二 和 0 使 得 
gxo 可 以 被 (y 一 1) 所 整除 。 
(ii) 上 述 特殊 的 Xo 令 gx 分 解 成 两 个 一 次 方程 式 的 乘积 ， 即 


gx 三 (人 (一切 


其 中 4 二 记忆。 求 忆 , 已 的 坐标 ( 亦 即 cl, co 的 值 ) 。 
(ii 试用 上 面 所 得 者 来 描述 一 个 几何 作 图 方法 来 求解 二 次 方程 
有 = 


6.3 圆 的 反射 对 称 ; 共 轴 圆 系 和 共 力 等 轴 圆 系 


所 有 欧 氏 平面 的 保 长 变换 当然 都 是 保 贺 保 角 的 ， 但 是 除了 它们 之 外 
是 否 还 有 不 保 长 的 保 贺 保 角 变换 呢 ?再 者 ， 在 欧 氏 平面 的 保 长 变换 之 
中 ， 对 于 一 条 给 定 直 线 的 反射 对 称 则 是 其 中 的 至 精 至 简 者 ; 所 有 其 他 
保 长 变换 都 可 以 由 它们 组 合 而 得 ， 在 保 圆 保 角 变换 的 范畴 中 是 否 也 有 
同样 的 精简 事物 呢 ? 上 述 对 于 直线 的 反射 对 称 在 保 圆 保 角 变换 的 范畴 
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中 是 否 可 以 适当 地 推广 成 对 于 一 个 圆 的 反射 对 称 呢 ?为 此 ， 让 我 们 先 

来 做 一 些 温 故 知 新 的 工作 ， 改 用 圆 与 角 的 观点 再 来 分 析 一 下 对 于 一 条 

直线 的 反射 对 称 的 几何 特征。 再 者 ， 在 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 将 把 直线 

A i dd 

ee 更 加 整齐 划一 、 更 具 统 一 性 ， 例 如 原先 的 [不 共 线 三 
一 圆 」 在 新 观点 之 下 就 变 成 一 律 的 | 三 点 定 一 圆 」。 


【分 析 】 


(i) 如 [图 6-8] 所 示 ，P, P' 是 对 于 直线 《成 反射 对 称 的 任 给 一 对 点 
偶 ， 亦 即 《 是 线段 已 P 的 重 直 平分 线 。 由 此 可 见 ， 任 何 过 P,P' 点 的 
， 如 [图 6-8] 所 示 的 Ti, Ts 等 ， 其 圆心 总 是 位 于 2 之 上 ， 因 此 都 是 和 
《互相 正 交 的 。 反 之 ， 若 过 相册 两 点 P, P' 的 任何 一 个 圆 总 是 和 《 正 交 
， 则 P,P' 必定 和 《成 反射 对 称 。 


Ty T， 


{ 0 02 
PP! 
[ 图 6-8 | 


由 此 可 问 : 对 于 一 个 定 贺 荆 和 不 在 贺 上 的 一 点 P 是 否 会 存在 一 个 点 
P' 使 得 任何 过 P, P' 点 的 圆 总 是 和 圆 互相 正 交 呢 ? 


(ii) 假设 果真 存在 有 这 样 的 一 个 点 已 ， 则 直线 PP' 乃 是 过 P,P' 的 圆 
的 一 个 特例 ， 所 以 应 该 是 和 工 互 相 重 直 的 ， 因 此 这 个 假设 中 的 P' 应 该 
在 O, PP 连 线 之 上 (我们 且 先 把 已 点 和 工 的 圆心 O 点 相 重 的 情形 除外 ) 

o。 再 者 ， 设 A 点 是 PP' 的 中 点 ，TI 是 以 PP’' 为 直径 的 圆 ， 亦 即 以 A 
点 为 圆心 ，5|PP1| 为 半径 者 也 。 由 所 设 它 和 械 正 交 于 两 点 Q1, Q，( 如 
[图 6-9] 所 示 ) 。 由 此 可 见 ，AQ; 是 圆 工 的 切线 ， 而 OQ; 则 是 Ti 的 切 
线 。 再 由 圆 各 定理 即 得 


OP.0P’=7? 
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[图 6-9 
上 述 分 析 说 明了 : 设 忆 KKO 而 且 不 在 圆 工 之 上 ， 假 设 存 在 有 它 的 
「 对 称 点 」P'， 则 它 必 须 就 是 那个 在 射线 OP 之 上 而 且 OP.O0P=7? 
的 点 。 下 述 引 理 则 证 明 这 样 的 P 点 ， 的 确 是 具有 所 要 求 的 性 质 者 。 
【 引 理 】: 设 荆 是 一 个 以 O 点 为 圆心 ,7 为 半径 的 圆 ，O, P, P' 三 点 
共 线 而 且 0 户 .D 态 二 72， 则 任何 过 P, P' 的 圆 都 是 和 工 互相 正 交 的 。 
证 明 : 设 是 任 给 一 个 过 P,P' 的 圆 ， 交 本 于 Q;,i 二 1,2。 由 所 设 
， 即 有 et 
OF .0P =7r= O00 


再 者 ， 由 圆 知 定理 ， 

O07 OPB.OP 一 由 O 到 TT 的 切线 长 平方 
亦 即 OQ 和 切线 等 长 ， 所 以 Qi 就 是 直线 OQ; 和 了 的 唯一 交点 ， 妈 
OQ; 本 身 就 是 一 条 由 0 到 [' 的 切线 ， 所 以 荆 和 TT' 正 交 于 Q;。 


【定义 】: 对 于 给 定 贺 荆 = @(O,r) 和 任意 点 了 P 关 O， 那 个 在 射线 OF 
之 上 而 且 满足 0 户 .D 肪 = 12 的 唯一 的 P' 点 叫做 已 点 对 于 工 的 反射 对 
称 点 。 
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[ 注 ] : (i) 当 已 点 位 于 圆 工 之 上 时 ， 其 对 称 点 就 是 其 本 身 ， 亦 即 P= PP 
; 反之 亦 然 ，, 即 P=P 人 Per。 


(让 ) 在 平面 人工 上 ， 圆 心 O 点 对 于 工 的 对 称 点 暂 无 定义 。 若 我 们 把 平 
面 呆 添加 一 个 无 穷 远 点 00， 而 且 把 它 定义 为 和 圆心 互相 对 称 之 点 ， 则 
一 条 直线 可 以 当 作 是 过 co 点 的 圆 。 在 这 种 看 法 之 下 ， 我 们 可 以 证 明 上 
述 对 于 械 的 反射 对 称 在 这 个 加 点 平面 上 是 既 保 圆 又 保 角 的 。 


【 例 1】 :对 称 点 的 作 图 法 


设 忆 P' 是 一 对 对 于 工 成 反射 对 称 之 点 。 则 P,P' 和 械 之 间 有 如 
[图 6-11] 所 示 的 几何 结构 ， 即 有 Qi ET, OQ1 1 PQ QIP' 上 OP。 由 此 
可 见 求 作对 称 点 的 下 述 作 图 法 : 


(i) 若 忆 点 在 圆 外 : 连结 OP， 以 OP 为 直径 作 贺 人， 交 荆 于 Q1, Q， 
点 ， 连 结 OI@3 交 OP 于 P' 点 ，P' 点 即 为 所 求 作 的 PP 点 对 于 
的 对 称 点 。 


[ 图 6-11 ] 


(让 车 P' 点 在 圆 内 : 连结 OP'， 过 书 点 作 OP 重 线 2， 交 了 工 于 Qi， 
Qs 点， 过 Q1 点 作 OQ1 的 重 线 ， 交 OP 于 已 点 ， 它 即 为 所 求 作 
的 对 称 点 。 


【 例 2】: 设 Ti,Ts 是 两 个 给 定 的 圆 ， 己 gTiUT2， 试 作 一 圆 工 它 过 书 
点 而 且 和 Li, 工 > 都 正 交 及 
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Ti 


[ 图 6-12 ] 

解 : 令 PI 和 记分 别 是 忆 点 对 于 Ti, To 的 反射 对 称 点 。 则 由 P, PI， 

PB 所定 的 贺 工 即 为 所 求 者 。|[ 试 证 上 述 醋 是 过 忆 点 且 和 TI, To 正 交 的 
唯一 的 圆 。] 
【 例 3】: 设 TipFs 是 两 个 相 离 或 相仿 的 圆 ， 亦 即 TimnrTs = 上 加， 试问 在 
所 有 和 Ti, Ts 都 正 交 的 圆 系 中 是 否 有 一 个 唯一 的 最 小 者 ， 亦 即 其 半径 
为 极 小 者 ?车 有 ， 则 试 讨 论 其 作 图 法 。 

解 : 先 讨 论 相 离 的 情形 : 


[ 图 6-13 


如 [图 6-13] 所 示 ， 设 工 是 任 给 一 个 正 交 于 Ti, Ts 的 圆 ， 连 结 O1O2， 它 
和 械 相 交 于 记 , 已 点 ， 则 号 , 户 对 于 TI 和 Ts 都 是 互相 对 称 的 。 即 有 


OP .Oi 


Ee 
| 
一 MD 


OP .OB = 7? 


令 O10 = L, OP 二 履 ) O1 户 一 2 ， 则 上述 条 件 就 可 以 改 用 下 述 代 数 联 立 
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方程 式 加 以 表达 ， 亦 即 


ZU 一 7 


2 

YU 二 全 2 2 
兮 三 十 红 一 了 

{ (£—Yy)=73 人 


由 此 可 见 ， 上 述 交 点 PP, 忆 是 唯一 确定 的 (和 工 的 选取 无 关 ) 而 且 可 
以 用 轨 尺 作 图 求 得 者 。 再 者 ， 和 Ti, Ts 正 交 的 圆 系 也 就 是 过 已， 忆 点 
的 贺 系 ， 其 中 半径 最 小 者 显然 就 是 那个 以 互 识 为 直径 者 。 

相 含情 形 基本 上 和 上 述 相 离 的 的 情形 相似 ， 所 不 同 者 只 是 妃 , 忆 和 
Oi, O02 之 间 的 相对 位 置 改 为 [图 6-14] 所 示 的 情况 ， 其 讨论 则 留 作 习 是 


oo 


[ 图 6-14] 


共 轴 圆 系 : 
设 工 1， 工 > 是 给 定 两 个 相 异 的 圆 2 其 方程 式 分 别 为 


I D0 
则 以 
h(t+ +2DIT+2BYy + mR)+ h(t + +2Dr + 2EYy+ bh)=0 


为 其 方程 式 之 圆 乃 是 随 著 比值 hl :ko 之 不 同 而 相 骨 。 它 们 组 成 一 个 圆 系 
(family of circles)， 称 之 为 由 Ti, Ts 所 产生 的 共 轴 圆 系 (co-axial family of 
circles)， 易 见 它 包含 一 条 直线 ， 亦 即 hi :ko 二 一 1 者 ， 其 方程 式 就 是 


2(Di D2)z 十 2(E Es Eo)y 十 (FI 3 F) 一 0 
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【习题 】 
(1) 试验 证 上 述 共 轴 圆 系 中 任何 相 异 的 两 个 圆 的 等 紧 轴 就 是 直线 
2(Di1 - Dax +2(Bi— Ey+(F— bh)=0 
[这 也 就 是 『 共 轴 」 这 个 名 称 的 来 由 。] 


(2) 设 TI 和 Ts 相交 于 P,Q@ 两 点 ， 试 证 上 述 共 轴 圆 系 也 就 是 所 有 过 
P,Q 点 的 圆 所 组 成 者 (包括 直线 PQ， 它 其 实 是 就 是 它们 所 共有 
之 等 知 轴 ) 。 

(3) 设 I 和 1'» 相 切 于 A 点 ， 试 证 上 述 共 轴 圆 系 也 就 是 共 切 于 AA 点 
的 圆 所 组 成 者 ， 而 它们 的 公 切 线 也 就 是 其 所 共有 之 等 帘 轴 。 


由 此 可 见 ， 共 轴 圆 系 是 可 以 分 成 三 类 的 。 第 一 类 是 共 交 于 两 相 异 点 
者 ， 其 中 不 含有 点 圆 ; 第 二 类 是 共 切 于 一 点 者 ， 其 中 仅 含 有 一 个 点 贺 
， 即 其 共 切 之 点 ; 而 第 三 类 是 各 不 相交 者 ， 其 中 含有 两 个 点 国 。 上 一 
节 的 [定理 6.4 证 明了 若 下 和 共 轴 圆 系 中 两 个 圆 正 交 ， 则 工 和 它们 所 产 
生 的 共 轴 圆 系 中 每 一 个 圆 尼 为 正 交 。 其 实 ， 我 们 还 可 以 将 结果 再 作 推 
广 如 下 : 


【定理 6.5】: 所 有 和 两 个 定 圆 下 , T。 都 正 交 的 圆 构成 一 个 共 轴 圆 系 。 


证 明 : 设 忆 g&TiUTF， 令 P', P 分 别 是 它 对 于 Ti Ta 的 反射 对 称 点 
， 则 过 P, P', P"” 的 圆 就 是 和 Ti, Ts 都 是 正 交 的 。 由 此 可 见 ， 和 Ti,T。 
都 正 交 的 圆 显 然 有 无 穷 多 个 。 设 下 了 是 其 中 两 个 相 异 的 成 员 ， 由 [定理 
6.4] 得 知 ， 由 工 .了 所 生成 的 共 轴 圆 系 中 的 每 一 成 员 都 是 和 Ti, Ts 正 交 
的 ， 最 和 后， 我 们 还 要 说 明 不 可 能 有 上 述 共 轴 圆 系 之 外 的 圆 和 Ti, T。 都 
正 交 。 假 若 可 能 ， 设 I” 是 一 个 系 外 者 ， 则 所 有 其 方程 能 表 成 下 述 形式 
者 也 都 和 Ti, Ts 正 交 ， 即 


NE Se As A a 
这 是 和 三 元 一 次 联 立 方程 式 


人 
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中 解 组 (DD, 万, 下 ) 中 只 含有 一 个 任意 参数 相 政 盾 。 由 此 可 见 ， 对 于 一 个 
共 轴 圆 系 ， 唯 一 存在 另 一 个 共 轴 圆 系 ， 每 一 个 前 者 的 成 员 和 每 一 个 后 
者 的 成 员 都 是 互相 正 交 的 。 这 样 一 对 互相 正 交 的 共 轴 圆 系 称 为 是 互相 
共 罗 的 (conjugate)。 
在 例题 85.4 (4) 的 圆 寞 定理 的 向 量 证 法 中 ， 我 们 不 但 证 明了 PQ1.PQ; = 
[0P| -- R? = 切线 长 的 平方 ， 而且 也 证 明了 使 得 (PP';Q1Q2) 成 调和 
点 列 的 P' 恒 位 于 OP 的 一 条 重 线 之 上 ， 它 和 圆心 O 点 的 距离 等 于 
尼 2/OP。 现 在 让 我 们 改 用 坐标 几何 的 观点 ， 由 圆 工 的 方程 式 和 书 点 的 
坐标 (zo, 如 ) 去 求 得 上 述 直 线 ( 称 之 为 圆 工 对 于 书 点 的 极 线 ) 的 方程 
式 。 
【定理 6.6】: 设 圆 工 的 方程 式 为 


T+ +2Di+2By+F=0 
而 忆 点 的 坐标 为 (zo,yo)， 则 圆 工 对 于 尸 点 的 极 线 方程 式 为 
zor+ yoy t+ D(zot+7z)+ E(yo +Yy)+F=0 


证 明 : 设 外 (x,Yy) 为 上 述 直 线 [ 上 的 任 给 一 点 ， 则 由 圆心 0(-D, - 同 
到 奈 的 向 量 D 有 = (t+D,y+ 忆 ;而 OPB=(zo+D,wy+B)。 再 者 ;人 
和 O, 尸 的 几何 关系 可 以 用 OP.OR = R? 表达 之 ， 即 得 其 代数 条 件 式 : 


OB.OR= (z+D)(r+D)+ (w+BY+E)= D+E -Fr 


亦 即 
zor+ yoy t+ D(zo+7z)+ E(yo +Yy)+rF=0 


同 理 亦 有 球 千 定理 和 球 对 于 PP 点 的 极 面 ， 其 有 关 的 讨论 则 留 作 习 题 。 
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球面 用 是 空间 中 最 完美 匀称 的 曲面 。 两 个 半径 相等 的 球面 可 以 用 一 
个 平移 把 它们 重合 起 来 ， 而 两 个 半径 不 相等 的 球面 所 相差 者 就 是 放大 
或 缩小 这 种 相似 变换 ， 由 此 可 见 本 质 性 的 球面 几何 可 以 归纳 到 单位 半 
径 的 球面 来 研讨 。 再 者 ， 在 古典 天 文学 的 研讨 中 ， 观 察 星星 的 方向 可 
以 用 单位 球面 上 的 一 个 点 来 标记 它 ， 而 两 个 方向 之 间 的 角度 ( 亦 即 方 
向 差 ) 则 相应 于 单位 球面 上 两 点 之 间 的 球面 距离 (spherical distance)。 
这 也 就 是 为 什么 十 希腊 天 文学 和 几何 学 总 是 合 为 一 体 的 ， 而 且 十 希腊 
的 几何 学 家 对 于 球面 三 角 学 (spherical trigonometry) 的 投入 程度 要 远 远 
超过 他 们 对 于 平面 测量 学 的 兴趣 ， 因 为 [ 量 天 的 学 问 」 才 是 他 们 所 致 
力 去 理解 者 ; 它 的 确 比 丈量 土地 、 计 量 财产 等 更 引人入胜 ， 是 不 ? 

从 现代 的 观点 来 看 ， 球 面 几 何 乃 是 空间 几何 中 将 含 在 正 交 子 群 的 部 分 
， 而 向 量 几 何 则 是 空间 几何 中 蕴含 在 平移 子 群 的 部 分 ， 而 且 两 者 又 密切 
相关 、 相 辅 相 成 ， 例 如 向 量 运 算 都 是 正 交 协 变 的 (orthogonal covariant) 
， 所 以 向 量 代 数 又 是 研讨 球面 几何 的 简明 有 力 的 利器 。 


7.1 单位 球面 的 基本 性 质 


设 O 为 球面 的 心 ， 而 单位 球面 S?(1) 则 是 空间 其 中 所 有 和 O 点 的 
距离 为 1 的 点 所 成 的 点 集 ， 即 : 
52(1) = {A € &, OA = 1} 
它 是 以 O 为 其 定点 的 正 交 子 群 的 一 个 轨道 (orbit)。 
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(i) 反射 对 称 性 : 设 开 是 一 个 过 球 心 O 点 的 平面 ， 则 显然 有 9 保 


持 O 点 不 动 。 由 hn 的 保 长 性 可 见 它 把 和 O 点 相距 为 1 的 点 变换 
成 和 O 点 相距 为 1 之 点 ， 所 以 Rn(S?(1)) = 52(1)。 再 者 ，9Ai 在 
S?(1) 上 的 定点 子 集 就 是 52(1) 几 了 这 一 个 大 辆 (great circle)， 我 们 
将 把 Rn 限制 在 92(1) 上 的 变换 叫做 以 大 圆 3S2(1)mII 为 定点 子 集 的 


球面 反射 对 称 。 


(i) 旋转 对 称 性 : 设 4 是 一 条 过 球 心 O 点 的 直线 ， 它 和 球面 52(1) 的 


交点 是 球面 上 的 两 个 互 为 对 顶 的 点 A, A' (一 如 南 、 北 两 极 ) ; 换 
言 之 ， 球 面 上 两 点 A, A' 互 为 对 顶 (antipodal) 的 条 件 是 44 以 球 
心 为 其 中 点 。 在 空间 以 《为 轴 的 旋转 之 下 ， 球 心 O EL 是 固定 不 
动 的 ; 同 理 可 见 5?(1) 也 是 它 的 一 个 不 变 子 集 ， 而 它 限 制 在 球面 
上 的 变换 万 是 一 个 以 对 顶点 {A, 4 为 其 定点 子 集 的 球面 旋转 对 称 
(如 日 常 地球 所 作者 就 是 一 个 以 南北 极为 其 定点 子 集 的 旋转 ) 。 


球面 极 坐 标 : 


设 {N,S} 是 单位 球面 上 给 定 的 两 个 互相 对 顶 之 点 ， 在 以 {N,5} 为 


定点 子 集 的 球面 旋转 之 下 ， 每 点 的 | 纬度 」 保 持 不 变 ， 而 其 | 经度] 
则 随 著 转角 而 增加 ， 如 [图 7-1] 所 示 。 设 是 球面 上 相册 于 两 个 极点 
者 ， 令 A(P) 是 过 忆 点 的 那 条 经 线 (longitude arc)，Ao 是 选 定 的 基准 经 
线 。 设 为 W 到 万 的 球面 距离 ， 亦 即 NP 这 一 段 [ 经 弦 」 的 缴 长 ，0 
是 和 0 转 到 A(P) 的 (有 向 ) 转角 ， 则 称 (六 内 为 书 点 对 于 以 N 为 基点 
的 球面 极 坐 标 (spherical polar coordinates)。 


N 


基准 经 线 


Se 


[ 图 7_1 ] 
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若 在 空间 选取 正 交 坐 标 系 ， 以 球 心 为 原点 ， 以 ON 为 z- 轴 的 方向 ， 
以 OB 为 x_ 轴 的 方向 ， 其 中 万 点 乃 是 基准 经 线 XN 的 中 点 ， 则 有 : 


X=sinrcos0b, y= sinrsing, z= cosr 
[ 注 ] : 由 直接 的 微分 计算 可 得 
ds = dr? + dy +dz* = dr’+sin? rd 

用 上 述 弧 长 的 微分 式 ， 不 难 证 明 经 弧 NP 乃 是 球面 上 连结 N, PP 两 点 的 
最 短 曲 线 ( 亦 称 测 地 线 (geodesics) ) 。 
【 阿 基 米 德 定理 】 : 半径 为 R 的 球面 面积 等 于 

4nR? 
[ 注 ] : 阿 基 米 德 (Archimedes, 287-212 B.C.) 是 公认 的 十 希腊 时 代 伟 大 的 
科学 家 和 几何 学 家 ， 他 一 生 有 很 多 卓越 的 贡献 ; 而 他 最 引 以 自豪 者 ， 


首 推 上 述 定理 及 其 简洁 的 证 明 ， 这 也 就 是 尊 照 他 本 人 的 遗嘱 刻 在 他 的 
幕 碑 上 者 。 

证 明 : 其 证 明 的 要 点 在 于 论证 一 个 半径 为 丸 的 球面 面积 和 一 个 高 为 
2 尽 ， 半 径 为 尺 的 圆柱 面 面 积 相 等 。 而 在 他 的 墓碑 上 所 刻 划 的 ， 就 是 如 
[图 7-2] 所 示 把 两 者 放 在 相 切 同 高 的 位 置 。 


Ah 
Sin 0 


一 人 只 


| 图 7-2 | 
设想 用 一 系列 和 柱 面 正 交 的 平行 平面 ， 把 两 个 面 都 细 分 成 很 罕 很 罕 
的 一 圈 圈 。 设 相 邻 两 个 平行 面 之 间 的 距离 是 APn， 则 柱 面 上 的 罕 条 (或 
圈 ) 的 面积 等 于 2rRAAh， 而 在 球面 上 的 相应 窄 圈 ， 虽 然 其 宽度 和 长 度 
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会 随 著 0 而 改变 ， 但 在 Ah 非常 、 非 常 小 的 时 候 ， 它 可 以 看 成 如 [图 
7-3] 所 示 的 圆 台 之 侧面 : 


一 


[ 曙 守 


其 中 环 长 度 是 2rRsin0， 亦 即 其 环 长 的 平均 值 是 2x7Rsin0， 而 侧面 的 宽 
度 则 为 全 入 ， 所 以 其 面积 的 高 度 近似 值 也 是 27RAh ( 亦 即 可 能 的 误差 
肯定 在 A 有 这 种 量 级 ) 。 由 此 他 就 用 Eudoxus 所 创 的 逼近 原理 证 明了 
两 者 的 面积 必然 相等 ， 而 和 后 者 的 面积 显然 等 于 高 为 2R， 长 为 2XR 的 长 
方形 面积 ， 亦 即 4r 尼 2 。 


球面 三 角形 面积 公式 : 


设 A, B,C 是 球面 上 任 取 三 点 但 不 含 对 顶 者 ， 令 AB, BO, CA 为 连 
结 于 点 与 点 之 间 的 测 地 线 ， 称 之 为 球面 三 角形 人 ABOC 的 三 个 边 。 我 们 
将 采用 和 平面 三 角 学 中 相同 的 符号 体系 ， 以 A, B,CO 表示 八 ABC 在 三 
个 顶点 的 内 角 ， 及 以 abc 表示 A4BC 的 各 角 对 边 边 长 。 在 平面 几何 
中 ， 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 和 恒 等 于 一 个 平角 ， 这 是 逻辑 等 价 于 平行 
公理 的 基本 事实 ， 也 是 平面 的 平 直 性 的 一 种 基本 表达 ; 在 球面 三 角形 
的 情形 下 ， 三 内 角 之 和 则 恒 大 于 一 个 平角 ， 而 下 述 [ 定 理 7.1] 证 明 在 单 
位 球面 上 的 球面 三 角形 ， 其 内 角 和 与 7 的 差额 ( 称 之 为 「 角 和 蛋 」) 其 
实 恰好 等 于 其 面积 。 


【定理 7.1】 :在 单位 球面 上 ， 一 个 球面 三 角形 人 ABC 的 面积 就 是 
AABC=A+B+COC-—7 


证 明 :如 | 图 7-1] 所 示 ， 由 二 个 夹 角 为 9 的 经 线 所 围 成 的 球面 部 分 
， 其 面积 显然 和 0 成 正比 (这 是 球面 对 以 N, 5 为 定点 的 旋转 对 称 性 的 
直接 推论 ) 。 再 者 ， 当 0=27r 时 ， 其 面积 等 于 4r ( 阿 基 米 德 定 理 ) 
! 所 以 上 述 以 0 为 夹 角 者 〈 称 之 为 spherical lune) 的 面积 等 于 20。 
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B' A 
[ 图 7-4] 
如 [图 7-4] 所 示 ， 令 4 B', 0' 分别 是 4A, B,C 的 对 顶 者 。 用 上 述 
spherical lune 的 面积 公式 即 得 : 
A4BC+A4BC = 24, 
AABC + AAB'C = 2B, 
A4BC+A4BC' = 2C ， 
A4BC' = A4BC，( 互 为 对 顶 者 ， 当 然 等 面积 ) 
A4BC+A4BC+A4BC+A4BC=2r， (半球 面积 ) 


由 此 可 得 
2 和 人 ABC +2r=2A+2B+20 


亦 即 


AABC= A+B+C—” 
[ 注 ] : 上 述 具 有 基本 重要 性 的 球面 三 角形 面积 公式 其 实 就 是 阿 基 米 德 球 
面 面 积 公式 的 局 部 化 和 精细 化 。 
球面 三 角形 的 县 合 条 件 及 等 腰 三 角形 定理 : 

设 A, B 是 球面 上 任 给 两 点 。 在 空间 中 和 A, B 等 距 的 点 集 是 直线 段 
AB 的 重 直 平分 面 II1， 它 当然 包含 球 心 0， 所 以 和 A, B 等 距 的 球面 上 
之 点 乃 是 IN mn 5S2(1) 这 个 大 圆 ， 而 球面 对 于 这 个 大 圆 的 反射 对 称 将 4， 
已 互 换 。 用 上 述 球面 上 的 反射 对 称 即 可 推导 出 : 


(i) S.A.S. 也 是 球面 三 角形 的 个 合 条 件 ; 


(ii) 球面 等 腰 三 角形 的 两 底 角 相 等 ; 反之 ， 两 底 角 相等 的 球面 三 角形 
亦 必 为 等 腰 。 
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再 者 ， 由 上 述 两 点 还 可 以 同样 地 推导 出 球面 三 角形 也 具有 其 他 如 S.S.S. 
和 A.S.A. 等 受 合 条 件 。 在 此 值得 一 提 的 是 A.A.A. 也 是 球面 三 角形 的 一 
个 琶 合 条 件 ， 我 们 可 以 用 球面 三 角形 中 所 特有 的 对 偶 关 系 来 推导 它 也 
是 一 个 县 合 条 件 。 设 4, A' 互 为 对 顶 ， 则 和 4, A' 等 距 的 球面 上 的 点 
集 就 是 和 A, 4 的 距离 是 x/2 的 那个 大 圆 ， 将 以 T4 记 之 。 设 人 ABC 
是 一 个 任 给 球面 三 a 
TANnTgB) 之 中 ， 分 别 取 其 靠近 4, B,C 者， 以 44 Br Cr 记 之 ， 则 称 
A ( A4BC 也 是 人 A*B*O* 的 对 
偶 球 面 三 角形 ) 。 


【 引 理 7.1】: 令 a,bc 和 a*,b*,c* 分 别 是 八 A4BCO 和 八 A*B*O* 的 各 角 
对 边 边 长 ， 则 有 : 


Q 一 丰 一 4 b=7r—B’*, c=r—C* 
A* 
Ci Bp: 
P Q 
| 图 7-5 | 


证 明 : 我 们 只 需要 证 明 其 中 文 一 ， 其 禾 各 式 氏 可 同 理 类 推 。 由 
[图 7-5] 所 示 ， 在 大 辆 T4 上 PrP = CO =7/2, PO = A， 故 有 


ny 


=B*P+CQ-PO=r-4 


【推论 】: AAA. 也 是 一 种 球面 三 角形 的 重合 条 件 。 


证 明 : 设 A4iBICI 和 A4oBaCs 的 三 角 内 角 对 应 相等 ， 由 [ 引 理 7.1] 得 
知 它们 的 对 偶 球 面 三 角形 A4iBiCY 和 八 ASB3O2 的 三 个 边 长 对 应 等 长 
， 所 以 是 全 等 的 ， 因 此 当然 有 三 个 对 应 内 角 相 等 。 再 用 [ 引 理 7.1]， 即 
得 人 A1B1C1 和 A42?B2C% 满足 S.S.S. 全 等 条 件 。 
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【 引 理 7.2】: 设 入 4ABC 和 八 A'BC 的 顶点 共 圆 而 且 4, 4 同 在 BC 的 
一 侧 ， 则 


LABC + LACB—- /AA= LABC+ALACB- LA 


[ 图 7-6] 


证 明 :如 [图 7-6( 训 所 示 ，AO4B,AOBC, AOC4 恬 为 等 腰 ， 所 以 
其 底 角 相 等 ， 设 其 分 别 是 01, 0o, 03。 则 有 


LABC+ALACB— /AA= 20 


同 理 亦 有 


LABC+ALACB- /LA = 20 


[图 7-6(ii)] 的 情况 和 北 命 题 的 证 明 留 作 习 题 。 


【定理 7.2】(Lexell) : 设 球 面 三 角形 人 A1BC 和 八 A5BC 具有 相等 的 定 
向 面积 ， 而 B', 0' 分 别 是 B,C 的 对 顶点 ， 则 B', 0', A1, A2 四 点 共 辆 


O 
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证 明 : 如 [图 7-7| 所 示 
A1=7r—B, /A2=7—C, AL3=A 


所 以 
Ll+ LA2— AL3=7—AABC 


分 别 取 4 = 4 和 A，， 再 对 八 A1B'C' 和 人 AsB'C' 运用 [ 引 理 7.2] 的 北 命 
题 ， 即 得 B', 0', A1, As 共 圆 。 


【 习题 】 


(1) 设 忆 , 忆 的 球面 极 坐 标 分 别 是 (m1,0) 和 (72,0) ;而 Y(t) = (f(t),9(t)) 
是 一 条 一 阶 可 微 曲 线 ，a < 之 t<b,7y(a) = (71;0), 7Y(0) = (72,0)。 试 证 
其 长 度 至 少 等 于 Im 一 7a| 

(2) 若 A4BC 是 一 个 半径 为 尺 的 球面 三 角形 ， 试 问 A 十 B+C--n 和 
其 面积 之 间 的 关系 是 什么 ? 并 试 证 你 的 主张 。 


(3) 设 人 A1BiC1 和 人 AsBsC; 是 满足 S.A.S. 条 件 的 两 个 球面 三 角形 ， 
例 如 41 一 A,, 0 一 bs, C1 一 C2? ? 试 构造 一 系 列 球面 上 的 反射 对 称 2 
它们 的 组 合 恰好 把 人 A1B1C1 变换 到 人 A42PBaC2 。 


试用 球面 的 反射 对 称 性 证 明 等 腰 三 角形 的 底 角 相等 ， 而 顶 角 平分 


(4 


ema 
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(5) 试用 上 述 (3), (4) 所 证 得 者 ， 证 明 S.S.S. 也 是 球面 三 角形 的 一 种 全 
等 条 件 。 


(6) 设 O 为 一 个 球面 的 心 ，4 为 球面 上 任 给 一 点 ， 可 为 过 4A 点 而 且 和 
DA 重 直 的 平面 。 试 证 II 和 球面 仅仅 交 于 {A} 点 。 


(7) 设 荆 是 极 坐 标 下 [Tr 二 常数 」 所 构成 的 纬 圆 。 试 求 荆 上 任 一 点 P 
的 切 平面 和 直线 ON 的 交点 了 ( 亦 即 确定 OV 的 长 度 ) 。 


7.2 ”球面 三 角 学 


球面 三 角 学 研讨 球面 三 角形 的 各 种 各 样 几 何 量 如 边 长 、 和 角度、 面 
积 、 外 接 圆 和 内 切 圆 的 半径 等 等 的 相互 关系 。 远 在 古 希 腊 时 代 ， 球 面 
三 角 学 即 已 倍加 重视 。Menelous 所 闭 的 “Sphaerica” 和 Ptolemy 所 闭 的 
“Almagest” 总 结 了 当年 在 球面 三 角 学 上 的 研究 成 果 和 它们 在 天 文学 上 
的 应 用 。 大 体 上 ， 他 们 已 经 充分 理解 了 直角 球面 三 角形 的 各 种 几何 量 
之 间 的 相互 关系 ; 然后 一 直到 十 八 世 纪 ， 球 面 三 角 学 的 研究 才 又 得 以 
薄 勃 开展 。 


在 本 节 的 讨论 中 ， 将 以 a, b,c 等 等 表示 单位 球面 上 给 定点 A, B,C 
等 等 的 位 置 向 量 ， 亦 即 a 一 0A,b 一 OB,c 一 0C 等 等 ,它们 当然 都 是 
单位 长 的 向 量 。 由 此 可 见 ， 从 向 量 几何 的 观点 来 看 ， 球 面 几 何其 实 也 
就 是 单位 长 向 量 的 几何 。 


由 向 量 运算 的 几何 内 含 ， 即 有 (参看 [图 7-8] ) 
(i) b:c= cosa,c:a= cosb,a:b=cosc,; 


i) //(b;c), //(c;a), //(a,b) 的 面积 ， 亦 即 |b xcl,|cxal,laxb|， 分 
别 等 于 sina, sinb, sinc; 


(iii) 球面 三 角形 A4BC 的 三 个 内 角 A, B,C 等 于 //(a,b) 和 //(a,c)， 
NW(b,a) 和 //(b,c)?，//(c,a) 和 //(c,b) 之 间 的 两 面 角 : 


(iv) 设 Ylab,cj=(axb):c>0， 以 后 将 以 万 表示 之 。 由 行列 式 的 乘 
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法 公式 即 有 : 
a.a hb.a c:a 1 COSC cosb 
D*=|la:b b:.b c.b|= |cosc 1 cosa 
a:c bc cc cosb cosa 1 


[ 图 7-8] 
【定理 73】 (球面 三 角 正 弦 定 律 ) 


sinA sinB sinC 22 
sina sinb sinc sin a sinbsinc 


证 明 : 令 II 为 过 球 心 O 点 而 和 0 有 A 重 直 的 平面 Ib 和 c' 是 bc 
在 I 上 的 重 直 投影 ， 亦 即 : 


b=b’+b’", c=c 十 cy 
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其 中 bc 和 a 重 直 而 b'/ 和 c' 则 为 a 的 信 积 ， 所 以 由 内 积 和 x- 积 的 
分 配 律 ， 得 : 

DD=a:(bxc)=a:(b' xc) 十 为 0 之 三 项 
Ib' x c= |b"|:|c|:sinA4 


= sincsinbsin A 


上 述 所 作 的 垂直 投影 其 实 是 把 由 a,b,c 所 张 的 平行 六 面体 沿 a 的 方向 
滑动 ， 最 后 得 出 由 a, b', c' 所 张 的 长 方 体 ， 如 下 图 所 示 : 


[ 图 7-100] [ 图 7-10(ii)] 
因为 体积 是 斜 移 不 变 的 ， 由 此 亦 可 以 看 到 


D=a:(bxc)=a':(b’ xc)= sincsinbsinA 


由 此 昂 见 
sn4 sinB sinC | D 


sina sinb sinc sinasinbsinc 
【定理 7.4】 (球面 三 角 欠 弦 定律 ) 


sinbsinccos A = cosa— cosbcosc 
sincsinacosB = cosb— cosccosa 


sinasinbcosC = cosc— cosacosb 
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证 明 : 由 面积 的 句 股 定理 ， 即 有 : 


Cosa Ccosc 
cosb 1 


c:b a:b 
ca aa 


(cxa):(bxa)= 


= cosa— cosbcosc 
再 者 ， 由 内 积 x- 积 的 几何 意义 ， 以 及 A 等 于 f/(c,a) 和 //(b,a) 之 间 的 
两 面 角 ， 即 有 : 


(cxa):(bxa)=|cxal:|bxalcosA 


= sinbsinccos A 


球面 三 角 欠 弦 定 律 的 另 一 证 法 : 


sincsinbcosA=b :cec 
= (b—(b.a)a):(c—(c.a)a) 
=b:c—-(b:.a(c:a)—(c:a(b:.:a)+(b:a)(c:a):1 


= cosa— cosbcosc 


【推论 1】: 在 C 一 二 ( 亦 即 直角 球面 三 角形 ) 时 ， 则 有 : 


; . sina . sinb 
(i) cosc= cosacosb, sinA=—, sinB=—; 
sinc sinc 
网 tanb tana tana tanb 
(i) cos A= 一 一，cos 也 = ，tan 4 = 一 一，tan 孔 = 一 一 . 
tanc tanc sinb Sin Qw 
4 
C 
b 
B a C 
| 图 7-11 | 
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证 明 : 由 所 设 C = 避 即 有 cosC 一 0, sinC =1。 所 以 (i)- 式 乃 是 正 、 
你 弦 定 律 的 直接 结论 。 再 者 ， 


sinbsinccos A = cosa— cosbcosc 


一 cogw — cos beosa = sin becosa 


所 以 


六 sinbcosa tanbcosbcosa tanbcosc tanb 
cosA=— “= Ee 


sinc sinc sinc tanc 


[其 他 三 式 的 证 明 留 作 习 题 。] 


半角 公式 : 


在 平面 三 角 学 中 ， 我 们 有 下 述 易 算 好 用 的 半角 公式 ， 即 令 5 = 
3(atbtd ， 则 有 : 


COS 一 一 和 etc 
sin 2 (os 0 = Ey i 
A |/(s—D)(s—o) 
tan 了 二 a etc. 
面积 八 一 Vs(s—-a)(s—b)(s—ao) 
内 切 贺 半径 7 二 全 = I 


在 球面 三 角 学 中 ， 也 有 类 似 的 半角 公式 ， 即 : 
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A sin ssin(s — a) 
C0S 一 三 人 一 一 ，etc， 
2 sinb sinc 
A in(s 一 0)Sin(s 一 
ee sin(s | J 名 js 
sinbsinc 
A in(s —0)sin(s— 
tan 一 一 ee ete. 
2 sin ssin(s — a) 


sin(s — a)sin(s —b)sin(s — c) 


Sins 


A A ce 
证 明 : 以 cos4 一 2co9 5 —1 ( 或 1— 2sin' 可 ) 代入 从 弦 定律 ， 即 


得 
2sinbsinccos S = cosQa— cosbcosc+t sinbsinc 
= cosa— cos(b+ ce) 
= 2sins(a+b+ osin3( a+bt+o) 
或 


A 
2sinbsincsin = 一 一 cogw 十 cogbcosc 十 Sinbgsinc 
一 cos(0 一 Cc) 一 cosw 


1 1 
= 2sina(a +b— csina(a— b+o) 


这 也 就 证 明了 (i) 和 (让)， 而 (让 ) 则 是 (i), (ij 的 直接 推论 。 兹 证 (iv)- 式 
如 下 : 


如 [图 7-12] 所 示 ， 八 ADO 是 直角 球面 三 角形 ，AD = ss 一 a, LOAD= 和 
， 所 以 


tanr A 
tan 二 


sin(s —b) sin(s — ce) 
sin(s — a) 2 


全 (iv) 


sin ssin(s— 1) 
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[ 图 7-12 ] 
阿 基 米 德 定理 以 及 它 的 局 部 化 一 -球面 三 角形 面积 公式 : 


人 = 二 A+B+C—7 


是 球面 几何 中 至 关 重 要 的 基本 定理 。 从 纯 几 何 的 观点 ， 上 述 面 积 
公式 已 经 是 十 分 简洁 完美 的 了 ;但 是 从 向 量 代 数 的 不 变量 理论 来 
看 ， 我 们 还 需要 把 三 角形 面积 和 {a,b,c} 的 基本 正 交 不 变量 ， 亦 即 
{a:b,b:c,c.a}= {cosc, cosa, cos 上 时 之 间 整 理 出 一 个 简洁 、 整 体 的 关 
系 式 。 当 然 ， 我 们 可 以 用 球面 三 角 余 弦 定 律 ， 即 


sinasinbcosC 二 cosc 一 cosacosb 等 等 


下 
人 可 


人 | 等 等 


sinasinb 


所 以 这 个 用 向 量 内 积 的 面积 公式 当然 就 可 以 写成 : 


+1 cosa 一 cosbcosc ~1 {cosb—cosccosa 
人 = coS 一 -一 一 一 一 一， 十 coS 一 


sinbsinc sincsina 


1 [cosc— cosacosb 
十 COS8 oC 
sinasinb 


但 是 这 样 一 个 繁复 的 表 式 显然 不 好 用 ， 因 此 有 必要 去 探讨 上 述 球 面 三 
角形 面积 的 内 积 表达 式 背 后 的 精简 形式 。 这 种 精益 求 精 的 所 得 就 是 : 


和 人 DD 
【定理 7.5】 tam = 0D =a (xe >0,u=1+a:b+i+b:c+i+c:a. 
UU 
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证 明 : 由 球面 三 角 正 弦 、 从 弦 定律 ( 亦 即 [定理 7.3]、[ 定 理 7.4) 即 
有 


D cosa— cosbceosc 
sin 4 = 一 一- 一， cosA=————— 
sinbsinc sinb sinc 


等 等 直接 代 换 和 代数 计算 可 得 : 


sin 人 =sin(A+B+O—7)=—sin(A+B+O) 


D 
= 0 Dcosacosb— (u—1):Ilcosa} 


上 式 之 分 母 为 
[[(1 ~ cos*a) = [[(1 + cosa) [I(1 ~ cosa) 


而 一 个 令 人 惊喜 的 事实 是 括号 内 {中 十 ...} 的 代数 表 式 可 以 简化 成 
u-][[(1 一 cosa)。 所 以 即 得 : 


Du 2Du 


1 
cs JI(i+cosa) D2?+w 
同样 的 代数 计 草 可 得 
22 一 万? 
人 
所 以 
人 sin 人 D 


tan 一 三 一 一 一 一 
2 1 十 cos 人 u 


[ 注 ] : 在 直角 球面 三 角形 ， 即 C = 本 时 ， 尚 有 下 述 特殊 公式 ， 即 : 


cos A = cos (4+B-3) = sin(A+B) 


1 8 coSQw 十 COSb 
一 一 一 一 一 {sinatana 十 sinbtan0} 于 


sinctanc 1] 十 cosc 


【推论 1】 : 若 将 A4BC 的 两 边 wb 国定 而 让 第 三 边 c 变动 ， 令 


Cl 一 Cosa, c2 = cosb, X=1+cosc, p= LC 
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则 有 
d 信 Cl 十 co2 一 和 
dx rzD 
ad 人 XO C2 
dp | 7 


证 明 : 由 上 所 设 ， 
WU 二 Cl 十 Co 十 
DD” = (c+c) +2(cc +1)r— x 


将 tan 今 二 2 对 于 2Z 求 微分 ， 即 


QA a Sa D 
三 an 一 
dx QZ u 
uD'’—D uDD’'— D? 


上 (wu 十 D2) (1l+c)(l+c2)rD 
在 这 里 ， 有 趣 的 是 分 子 也 含有 (1 十 a1)(1 十 cz) 因 式 。 约 分 后 即 得 
QA Cl1 十 co2 一 2 
dz rzD 
再 者 ， 将 下 述 儿 弦 定 律 
sinasinbcosp 一 和 一 工 一 clc2? 
对 于 x 微分 ， 即 有 


d d 
—sin asinbsin p77 三 一 二 三 省 
0 0 


所 以 


dA dAdr 7 一 ci 一 co 


dw drdp yg 
| 注 ]: 当 yg 从 0 变 到 Xt， 人 = 人 A 信 (y) 的 变化 有 下 述 三 种 情形 ， 即 : 
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(车 w+D<T， 则 cl 二 cz>0， 而 其 对 边 c 则 从 la 一 中 变 到 ww 二 D， 
元 数值 人 (yg) 由 0 增加 到 其 在 X= 二 cl 十 C2 时 的 唯一 极 大 值 ， 然 后 
再 递减 到 0。 


[ 注 ] :X= 二 C1 十 co。， 即 1 十 cosC 二 cosQa 十 C0Sb 的 几何 意义 万 是 人 ABC 


的 外 接 圆 圆心 位 于 AB 之 上 ， 如 | 图 7-13] 所 示 。 其 证 明 在 讨论 球 
面 四 边 形 时 便 会 详细 说 明 。 


[ 图 7-13] 


(让 若 w+D>T， 则 ct+c<0;: 其 第 三 边 c(P) 则 由 la 一 中 增加 到 
d 信 i 
3r 一 (4+ 间 。 因 为 全 一 直 是 正 的 ，A(p) 由 0 递增 到 2r， 亦 即 
A4BC 以 半 个 球面 为 其 上 限 。 


(ii) 车 wa+D=T， 则 ci+c=0; 其 第 三 边 c(Pp) 则 由 la 一 外 增加 到 工 
;而 Alp) 则 由 0 递增 到 T， 亦 即 人 ABC 以 四 分 之 一 球面 为 其 上 
限 。 


【推论 2】 : 设 球面 三 角形 A4BC 的 三 边 边 长 中 Cc 和 a+b 保持 不 变 
， 则 A4BC 的 面积 是 la 一 咱 的 递减 函数 。 


证 明 : 令 4=cos 叶 ,有 =1+cosct=cos 呈 2， 则 有 : 


u= cosa+cosb+cosc+1=2At+K 

D+w = 2(1+cosa)(l+cosd)(l+cosc) = 2K(A+) 
D’*= (K-24A°)(2— AK) 

dA Du—Duw DDu— Dw 2(K—2A’) 


5 ~、(0 
at #(u2 + D2) $(u2 十 D2)D D(A+Yt) 
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上 式 中 蛤 > 0 是 因为 
0 
K-24A4= 1+cosc—2cos? 2 =cosccos(a 二 总 


1 1 
= 2sins(a+b+o)sina(a+b -0c)>0, 


a++b a—b 
十 COS 5 


由 此 可 见 ， 面 积 作 (t) 是 t 的 递增 函数 ， 亦 即 是 la 一 中 的 递减 函数 。 
球面 三 角形 的 外 接 园 : 


一 个 球面 三 角形 A4BC 的 外 接 圆 是 由 A, B,C 三 点 所 定 的 平面 和 
和 球面 的 交集 ， 而 它 也 是 平面 三 角形 A'4BC 在 平面 开 中 的 外 接 圆 ， 
如 [图 7-14] 所 示 : 


A+t= cos 


a b 
学 2 一 二 > 0 
Cos 3 C08 3 


9 (1) 


[ 图 7-14 ] 


令 M 为 在 和 上 械 的 圆心 ，NN 为 在 球面 上 工 的 圆心 ，2=OM。 易 证 
OM 和 械 重 直 ， 而 且 NEL。 [证 明 留 作 习 题 ] 


由 此 可 见 ， 平 面 工 和 圆 TT 是 在 以 人 为 轴 的 旋转 之 下 的 不 变 子 集 
(invariant subsets) ， 设 球面 在 A 点 的 切面 T4 交 1 于 VV 点 ， 由 上 述 旋 转 
不 变性 可 见 球 面 在 人 上任 给 一 点 忆 的 切面 Tp 也 过 交点。 

【定理 7.6]】 人 
OV = jaxbtbxctexa) 
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证 明 : 设 TaNnl 一 {V}。 由 所 设 《 过 球 心 O 而且 和 可 正 交 ， 所 以 
5S2(1) 和 开 在 以 L 为 轴 的 旋转 下 都 是 不 变 子 集 ， 因 此 工 = .52()mI 也 
当然 是 不 变 子 集 。 设 尸 为 下 上 任 给 一 点 ， 则 有 一 个 人 - 轴 旋 转 0， 它 把 
A 点 移动 到 己 点， 易 见 p(T4) 二 Tp ,而 p 是 保持 《每 一 点 固定 不 动 的 
;所 以 Tp 由 f=p(TINO)=p(V)=V。 


再 者 ，TANTpNTG 只 含有 一 个 点 》 所 以 J 其 实 就 是 {74, TBs, To} 
的 共 交 点 。 由 此 可 见 : 


OV ras=s1, OV :b=1, OV :6=1 


而 且 OV 是 唯一 能 够 满足 上 述 三 个 等 式 的 向 量 。 由 直接 验算 可 知 : 


(axbtbxetexa).a= (bxe).a=1 
F(axbtbxetexa).b= (xa).b=1 
F(axbtbxetexa.c= (axb).c=1 


所 以 它 必然 是 OV 。 


【推论 1】 : 单位 球面 上 四 点 {4, B, 0, D} 共 圆 的 充 要 条 件 是 它们 的 位 
置 向 量 fa b, c, d} 满足 


(axb):c+(axc):d—-(axb):d—-(bxc):d=0 


证 明 : 由 上 述 讨论 ， 刀 位 于 人 ABC 的 外 接 圆 的 充 要 条 件 乃 是 Tp 也 
过 VV 的 ， 即 OV.d=1; 亦 即 : 


(axb):c—-(axb+bxc+cxa):d=0 


【推论 2】: 设 民 为 球面 上 八 ABC 的 外 接 圆 半径 ， 亦 即 [图 7-14] 中 
之 AN 的 弧 长 ， 则 有 : 


2 
tan R= Dal! — cosa)(l — cosb)(l — cosc) 
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证 明 :如 | 图 7-14| 所 示 ， 
tan* R= OV:OV-1 
1 
= P(t+w) = =D) 
2 
= Dz(1 — cosa)(l — cosb)(l — cosc) 
其 中 w= cosawcosb 十 cosbcosc 十 cosCcosQw。 [| 
球面 四 边 形 (spherical quadrilaterals) : 

一 如 在 平面 的 情形 ， 两 个 三 角形 车 其 三 边 对 应 等 长 则 为 全 等 ， 但 是 
两 个 四 边 形 若 其 四 边 对 应 等 长 仍然 是 可 能 不 全 等 的 ;即使 在 凸 的 情况 
， 还 是 需要 加 上 其 一 个 对 应 对 角 线 等 长 ， 才 能 完全 确定 其 鸽 合 性 。 设 
{a, b, c, d} 是 一 个 球面 四 边 形 的 顶点 的 位 置 向 量 ， 它 们 共有 六 个 交叉 
内 积 ， 亦 即 是 其 四 个 边 长 和 两 个 对 角 线 长 的 条 纺 ， 它 们 之 间 具 有 一 个 
函数 关系 ， 由 此 可 以 从 给 定 其 中 五 个 之 值 去 确定 其 第 六 个 之 值 。 我 们 
可 以 用 平行 六 面体 定向 体积 ( 亦 即 行列 式 ) 的 乘法 公式 来 求 得 这 种 函 
数 关系 式 ， 即 : 


IV(a,b,c)] :IV(a,c,d) := [IV(a,b,c):V(a,c, qd) 


两 边 分 别 用 行列 式 乘法 公式 计算 ， 即 得 : 


a.ab:a c:a a.ac:ad:a a:a b:ac:a 
ab hb:b c:b ac c:c d:cl=|la:c b:c c:c 
ac b:c c:c adc:dd:d adb:dc:d 
车 以 
a:a=b:b=c:c=d:d=1 
a:b=costli, b:c= cost», c:d= costs, d:a= costs 
a:c=cosdi, b.:d = cosd, 
代入 即 为 : 
1 cosL1 cosdi 1 cosd!: coska 1 cosL1 cosdi 9 
coOS 如 1 cosl» | .|cos di 1 cog za | = |cosd: cosf, 1 
cosd!: cosf» 1 cosL4 cos/s 1 cosL4 cosd»> cosfs 
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上 述 是 一 般 情 形 的 普遍 关系 式 ， 若 在 全 = €; (= Q) ， 如 三 (= 0) 2 亦 即 
二 对 对 边 各 别 等 长 的 特殊 情形 ， 则 上 述 关 系 式 可 以 大 为 简化 ， 其 结果 为 


(1+cosdi)(l1 + cosd2) = (cosa + cosb)’ 


[ 注 ] : 在 平面 几何 中 ， 两 对 对 边 各 别 等 长 的 四 边 形 就 是 平行 四 边 形 ， 因 
此 这 种 球面 四 边 形 也 可 以 看 成 平行 四 边 形 在 球面 几何 中 的 推广 (虽然 
| 平行 」 这 个 名 称 实在 已 经 名 不 符 实 的 了 ! ) 。 其 实 ， 这 种 球面 四 边 
形 除 了 没有 两 对 对 边 互 相 平 行 这 个 性 质 之 外 ， 也 具有 平行 四 边 形 的 其 
他 性 质 ， 例 如 其 对 角 线 互相 平分 、 两 对 对 角 各 别 相 等 [证 明 留 作 习 题 ]。 
再 者 ， 我 们 也 可 以 用 对 角 线 互相 平分 来 直接 验证 上 述 关系 式 : 


[ 图 7-15 ] 
如 [图 7-15] 所 示 ， 即 有 休 纹 定律 公式 : 


di 。 d2 di d» 

sin 一 Sin cos0 = cosQw 一 cogs 一 co8 一 

2 2 2 2 
a a a a 

sin 二 sin cos(r — 0) = cosb — cos— cos— 
2 2 2 2 


两 式 相 加 ， 即 得 


a a 
0 = (cosa+ cosb) —2cos eos 


亦 即 
(cosa+t cosb)? = (1 + cosdi)(l + cosd;) 


再 者 ， 上 述 四 边 形 顶点 共 圆 的 充 要 条 件 是 di 二 d, 一 4d， 亦 即 
coSQ 十 cC080 一 1 十 coSd 
由 此 可 见 ， [定理 7.5] 的 [推论 1] 中 从 =0 的 条 件 式 : 


Cl 二 C2 一 人 二 cosa 十 cosb 一 (1 十 cosc)= 二 0 
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其 几何 意义 是 A4BC 的 外 接 圆 圆心 位 于 AB 之 上 。 | 在 平面 几何 中 ， 
AB 是 外 接 圆 的 直径 和 LC =T/2 是 等 价 的 ， 显 然 也 是 a,b 边 固定 时 信 
面积 的 极 大 。 在 此 值得 一 提 者 是 : 二 边 边 长 给 定 的 三 角形 ， 在 第 三 边 
为 其 外 接 圆 的 直径 时 面积 极 大 在 非 欧 几 何 中 亦 成 立 。| 


球面 四 边 形 的 面积 : 


在 欧 色 平面 几何 中 ， 短 形 面积 公式 扮演 著 重 要 的 角色 。 再 者 ， 短 形 
用 是 平行 四 边 形 的 特例 ， 亦 即 对 角 线 等 长 的 平行 四 边 形 (或 者 说 ， 是 
四 顶点 共 圆 的 平行 四 边 形 ) 。 所 以 ， 在 球面 几何 中 ， 短 形 的 自然 推广 
就 是 上 述 球面 「 平 行 四 边 形 」 在 四 顶点 共 圆 (或 对 角 线 等 长 ) 的 情形 
。 由 [定理 7.5] 的 [推论 1] 可见， 给 定 两 对 对 边 边 长 ( 设 为 wbD) 的 『 平 
行 四 边 形 | 之 中 ， 其 面积 以 矩形 为 极 大 。 


【定理 7.7】: (球面 矩形 面积 公式 ) 在 单位 球面 上 以 op 为 其 两 对 对 
边 长 的 矩形 ， 其 面积 公式 为 


(a,b) = 4tan-! (1 — cosa)(l ~ cosb) |? 
: 2(cosa+t cos 中 


证 明 : 令 其 对 角 线 长 为 c( 两 者 等 长 ) 。 则 有 


1 十 cosc 一 cogsw 十 CoOSb 
u = 2(cosa 十 cos 
D’*=2(cosa+t+cosb)(l — cosa)(l — cosd) 


D 1— ] cosDb) ]3 
本 
2(cosa + cosb) 


其 实 ， 顶 点 共 圆 时 面积 为 极 大 并 不 只 限于 『「[ 平 行 四 边 形 ]， 详 见 下 
述 [定理 7.8] : 

【定理 7.8】 : 在 四 边 边 长 给 定 为 {l1<1iI 和 4 而且 总 长 少 于 27 的 四 
边 形 中 ， 其 面积 以 顶点 共 圆 时 为 唯一 的 极 大 值 ， 而 且 远 离 共 圆 的 变形 
使 得 面积 愈 来 您 小 。 
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证 明 : 令 ci==cosbi,X= 二 1 十 cosdq， 其 中 sy (在 口 4BCD 非 加 
时 ， 我 们 选 定 4C 是 位 于 内 部 的 那 条 对 角 线 ) ， 以 Al, Ay 分 别 表示 
A4BC 和 A4CD 的 面积 ， 则 有 : 


D D 
A(GABOD) = AT FAs 2 tn 
Ul U2 


兴 


Ul 三 Cl 十 C2 十 NX， U2 三 C3 十 C4 十 芭 
D?=—(cit+c) +2(cc +1)r— 7 
D2=—(cs+ca) +2(ccat+1)r— 7 
[选取 顶点 之 顺序 使 得 D1 二 a: (bxc) 和 D, 一 a:(cxd) 都 是 正 的 。| 
由 [定理 7.5] [推论 1] 的 微分 计算 ， 即 有 


A 

TD TD, 
现在 让 我 们 用 向 量 代 数 来 分 析 一 下 上 式 右 侧 的 几何 意义 : 令 和 = 
TANnTo,= TANTon(O04C);， 则 有 O 轧 是 a,c 的 线性 组 合 而 且 
OP.a=OP.c=1; 所 以 


4(z) = Ai(7) + A2(7) = 


ORB =— (ato 


再 者 ， 设 忆 是 如 上任 给 一 点 ， 则 由 ZL (O4C) 可 见 轧 户 乃 是 axc 的 
一 个 倍 积 ， 所 以 


1 
De 全 = k 
和 (ax ao) 
令 Wi, 2 分别 是 Tp, Tp 和 妈 的 交点 ， 亦 即 
Vi=TANIcNTs, Vo=TANITcNTD 
则 有 


OW = 
or 


(atc)+k(axc), OV.b=1 


(a+c)+ kz(a xc)， OR .d=1 
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直接 计算 可 得 
-aa+ 吕 一 有 Di=1 二 有 = 对 区 
1 ee 
z+ thD 1 
由 此 可 见 
全 玉宇 和 axce= (+)axe= A(axe 


所 以 在 Vi 二 2 时 A(x) 为 极 大 ， 而 Vi 二 2 也 就 是 顶点 共 圆 。 
【例题 1】 : 设 wo 为 四 边 形 面 积 函 数 的 极 值 点 ， 即 


GC Co 一 尼 C Ch = 
nd 
着 cl+cz 一 cs 十 ct， 则 显然 zo = 二 ci 十 C2 二 Cc3 十 C4 是 所 求 之 解 ， 再 者 在 这 
种 情形 ， 4C 乃 是 外 接 圆 的 直径 而 Ali(zo) 和 人 s(x0) 各 别 都 是 极 大 。 
若 Ci 十 Co 关 C3 十 C4 (可 以 设 C 十 ca>cCc3 十 C4 ) ， 由 条 件 式 


Cc1 十 Cc2 一 Z0 ，C3 十 C4 一 20 


二 0 
XoDi XoD,» 
即 
Cl1 十 Cc2 一 20 20 一 (C3 一 C4 
0 
XoD!1 XoD,» ( ) 
所 以 有 


cl 十 c2 一 20 本 D1(Z0) 
Z0 一 一 c4 Do(Zo) 


Di(zxo)? (cl 十 C2 一 Xo a 


2 ) 
. Dos(z0)? (cs 十 ci 一 Z0)? 
四 Di(zZo) 十 (cl 十 ca 一 Z0)? 
D(x0)? 十 (cs 十 ca 一 Z0)2 
四 (1 —c1)(1— cc») 
(1 —c3)(1— 6) 
re (1 —c1)(l— ce») 
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再 由 
C1 十 C2 一 Xo 加 (1 —c1)(l 一 C2) 
TO C3— C4 -| (1 3 c3)(1 = ca) 
即 求 得 
一 


(1 — 63) )(1—c4)+ (1 一 cl) )(1 — 6c) 


注意 :在 Cc 十 C2 二 C3 十 C4 时 ， 上 述 公 式 即 为 


X00 三 C1 十 C2 三 C3 十 C4 


所 以 上 述 由 {ci 二 cosbi,l1 之 i1<4} 表达 zo 二 1 十 cosd 的 公式 是 普遍 成 立 
的 ! 
【例题 2】 : 设 四 边 形 的 四 个 边 长 依 序 取 定 为 {li,1 <i<4}， 令 yp 为 
LB 的 角度 ， 则 其 面积 为 p 的 函数 ， 亦 即 A(z), x = 二 x(p)。 由 从 弦 定 律 
?9 即 
sin {1sin £2cosy = (x — 1)— costicosto 

对 x 求 微分 ， 即 得 

Ns 

dr D (axc)':b 
再 者 ， 原 先 由 [定理 8 的 证 明 已 得 


和 杨 医 三 Caxe 
所 以 
4 
WP.b= Saxo).b 
7 
本 
dz dp do 
【习题 】 


(1) 试问 球面 上 一 个 保 长 变换 的 定点 子 集 有 那些 可 能 性 ? 并 举例 说 明 
你 所 说 的 那 种 可 能 性 是 的 确 可 能 的 。 
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(2) 设 A4BC 是 一 个 直角 球面 三 角形 ，LO = 4。 试 证 


tana tana tanb 
Cos 二 tan A = 5’ tanB = 


anc” sina 


(3) 设 52(7) 是 一 个 以 O 为 球 心 ， 半 径 为 7 的 球面 。P 是 球 外 一 个 给 
定点 (如 [图 7-16] 所 示 ) 


[ 图 7-16 ] 
设 人 为 过 也 点 而 且 交 52(7) 于 Qi1, Q2 的 直线 。 试 证 恒 有 


PAO. PO;= |0B| -7 


[提示 : 设 是 直线 [上 的 单位 长 向 量 ，POI 一 所 ,PO 一 上 而 X 
是 4 上 的 动 点 ， 则 有 O 呈 OP+PR=OP+ku, 其 中 是 PX 
的 有 向 长 度 ， 而 和 ES2(r) 的 条 件 式 则 是 OX .OX =72。] 


(4) 设 PT 是 和 52(7) 相 切 于 的 那 条 切线 ，i 二 1,2。 试 证 PT 和 
PT 等 长 ， 并 描述 所 有 过 PP 点 和 52(7) 相 切 的 切 点 所 组 成 的 点 集 


oo 


(5) 令 已 是 位 于 直线 OP 之 上 而 且 0 及 .OB = 让 的 点 ， 了 I 是 和 OP 
正 交 于 P' 点 的 平面 ， 令 情 = 人 NII。 试 证 (PR;Q1Q2) 成 调和 点 列 


， 亦 即 
Ca 
PQ Ro 
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在 现代 的 中 学 数学 课程 中 ， 通 常 是 在 初等 解析 几何 中 学 到 圆锥 截 线 
， 亦 即 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 。 圆 锥 截 线 的 发 现 和 研究 起 始 于 十 希腊 。 
Euclid, Archimedes, Apollonius, Pappus 等 几何 学 大 师 都 热衷 于 圆锥 截 线 
的 研究 ， 而 且 都 有 专著 论述 其 几何 性 质 ， 其 中 以 Apollonius 所 著 的 八 册 
《圆锥 截 线 论 》 集 其 大 成 ， 可 以 说 是 古 希 腊 几 何 学 一 个 登峰造极 的 精 学 
之 作 。 当 时 对 于 这 种 既 简 村 又 完美 的 曲线 的 研究 ， 乃 是 纯粹 从 几何 学 的 
观点 ， 研 讨 和 圆 密切 相关 的 这 种 曲线 ; 它们 的 几何 万 是 圆 的 几何 的 自然 
推广 ， 在 当年 这 是 一 种 纯 理 念 的 探索 ， 并 不 寄 望 也 无 从 预期 它们 会 真 
的 在 大 自然 的 基本 结构 中 扮演 著 重 要 的 角色 。 此 事 一 直到 十 六 、 十 七 
世纪 之 交 ，Kepler 行星 运行 三 定律 的 发 现 才 知道 行星 绕 太 阳 运 行 的 轨道 
， 乃 是 一 种 以 太阳 为 其 一 您 点 的 椭圆 。Kepler 三 定律 乃 是 近代 科学 开 天 
劈 地 的 重大 突破 ， 它 不 但 开创 了 天 文学 的 新 纪元 ， 而 且 也 是 牛顿 万 有 
引力 定律 的 根源 所 在 。 由 此 可 见 ， 圆 锥 截 线 不 单单 是 几何 学 家 所 爱好 
的 精简 事物 ， 它 们 也 是 大 自然 的 基本 规律 中 所 自然 选用 的 精 要 之 一 。 


在 本 章 将 以 圆锥 截 线 的 来 龙 去 脉 为 中 心 课 题 ， 简 明 扼 要 地 令 述 这 一 
段 由 古 希 腊 几 何 学 到 牛顿 天 体力 学 引人入胜 、 发 人 深思 的 篇 章 。 
8.1 圆柱 截 线 和 圆锥 截 线 


常见 的 一 段 竹 杆 ， 大 体 上 是 一 个 圆柱 。 它 的 正切 截 线 是 一 个 圆 ， 但 
是 其 斜 切 截 线 则 不 再 是 圆 的 ， 这 也 许 就 是 椭圆 」 的 一 种 自然 出 处 。 
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圆 的 几何 特性 用 是 它 有 一 个 圆心 ， 和 其 上 各 点 等 距 ;自然 会 问 这 种 由 
斜 截 圆柱 所 得 的 「 顶 圆 」 是 否 也 具有 类 似 的 几何 特性 呢 ?十 希腊 几何 
学 家 在 上 述 问 题 的 探讨 中 获得 令 人 鼓 钴 的 简洁 答案 ， 亦 即 一 个 椭圆 有 具 
有 两 个 焦点 五 , 已 使 得 其 上 任 给 一 点 到 两 者 的 距离 之 和 为 一 定 长 (其 
实 ， 这 也 就 是 通常 在 初等 解析 几何 中 椭圆 的 定义 )， 我 们 用 [图 8-1| 来 
解说 当年 对 于 这 种 圆柱 截 线 的 基本 特性 的 证 法 。 设 荆 是 一 个 半径 为 R 
的 圆柱 面 和 一 个 儿 截 平面 开 的 交集 ， 我 们 可 以 用 两 个 半径 为 R 的 球面 
2 2 由 上 、 下 两 端 ， 沿 著 柱 面向 截面 条 滑动， 一 直到 分 别 和 芽 相 切 
于 友 , 户 的 位 置 (如 | 图 8-1] 所 示 )。 


I 


[图 8-1] 


令 Ti, Ts 分 别 是 上 、 下 球面 ,2 和 柱 面相 切 的 圆 。 设 PP 是 椭圆 上 
任 给 一 点 ， Q1Q2 是 柱 面 上 过 忆 点 的 那 一 条 直线 段 ， Q1 ETL1, GET。 
则 有 


P= PO， PPO。 (定点 到 一 个 球面 的 切线 长 相等 ) 
PP 二 Py 一 QiQ2 ( 定 长 ) 
大 体 上 ， 这 也 就 是 当年 古 希 腊 几 何 学 家 运用 圆柱 和 球面 的 简朴 特性 所 


得 出 的 [圆柱 斜 截 线 」 的 几何 特性 及 其 证 明 。 这 的 确 是 一 个 令 人 鼓 僚 
的 杰作 ! 


后 来 又 发 现 上 述 简洁 精 掌 的 证 明 其 实 可 以 稍 加 推广 ， 亦 即 把 圆柱 面 
更 换 成 圆锥 面 依然 成 立 ， 如 [图 8-2] 所 示 。 
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[图 8-2 ] 


再 者 ， 如 [图 8-3] 所 示 ， 平 面 和 圆锥 面 的 交 截 还 可 以 产生 另外 两 种 
曲线 ， 亦 即 现在 叫做 双 曲 线 和 抛物 线 者 也 。 如 [图 8-4、|[ 图 8-5] 所 示 
， 双 曲线 也 有 两 个 焦点 ， 而 抛物 线 则 只 有 一 个 焦点 ， 而 且 也 可 以 用 类 
似 的 几何 论证 ， 证 明 双 曲线 和 抛物 线 的 几何 特性 分 别 如 下 ， 即 : 


双 曲 线 : |R -万 两 | 一 定 值 ; 
抛物 线 : FF = d(PO， 其 中 /是 准 线 。 


双 曲 线 


Be 线 


[图 8-3] 


基础 几何 学 之 二 


162 第 八 章 . 圆锥 截 线 的 故事 


8.2 锥 截 线 的 光学 性 质 


为 什么 把 上 面 所 说 的 特殊 点 及, 局 和 抛物 线 的 已 叫做 焦点 呢 ? 这 
种 名 称 根源 于 杭 圆 、 双 曲线 和 抛物 线 的 下 述 光 学 性 质 ， 即 如 [图 8-6]、 
[图 8-71 、[ 图 8-8] 所 示 。 


[ 图 8-6 | 


[图 8-7] [图 8-8] 
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以 上 各 点 在 Apollonius 的 论著 中 都 有 详细 的 几何 证 明 。 兹 简 述 在 椭圆 情 
况 的 证 明 如 下 (其 从 两 者 的 证 明 则 留 作 习 题 ) 


令 己 为 桶 圆 耻 上 任意 给 定点 。 如 [图 8-6'] 所 示 ， 过 书 点 作 丽 P 怕 
外 角 的 角 平 分 线 L : 


_P 
< 


工 
[图 8-6' ] 


现 证 明 2 和 了 工 相 切 于 尸 点 ， 亦 即 2 上 任何 相 异 于 尸 之 点 已 惨 在 椭 
之 外 ， 即 记 P'+ PFI> P44+PF。 效 证 之 如 下 : 


[ 图 8-6"] 


如 [图 8-6"] 所 示 ， 在 甩 P 线 上 取 让 使 得 P= PF 甩 ， 则 有 作 P'PR 辣 
AP'PR (S.A.S.)。 由 此 即 得 


FP+PF = FoP+ PF 
< FaoP'+ PF 
a FP’ 十 PF 


由 此 易 证 让 P, PoP 两 者 和 在 PP 点 的 法 线 (normal line) 所 成 的 角度 必定 
相等 ( 亦 即 : 入 射 角 三 反射 角 ) 。 
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8.3 圆锥 截 线 和 二 次 曲线 


到 了 十 七 世纪 ， 几 何 学 的 研究 方法 出 现 了 革命 性 的 突破 ， 那 就 是 
笛 卡 儿 (Descartes)、 费 玛 (Fermat) 所 创 导 的 解析 几何 学 。 而 这 种 新 方 
法 的 牛刀 小 试 就 自然 是 把 这 种 新 引进 的 坐标 解析 法 用 来 研讨 圆锥 截 线 
的 几何 ， 以 期 能 够 温 故 知 新 。 首 先 ， 我 们 要 来 看 一 看 一 个 圆锥 截 线 的 
方程 式 究竟 为 何 ? 


OR = (x,y,2) 
OA = (a,b, ce) 人 
A 
各 三 天 AS 
0 
| 图 8-9 | 


OR.0A4=|ORX|.|OA|.cos6 (圆锥 的 方程 式 ) 

亦 即 (az 二 Dy 二 cz = (2 十 记 十 2)(@ 十 如 十 C2) cos*0. 
由 此 可 见 上 述 圆锥 和 z= 二 上 的 交 截 的 方程 式 就 是 : 

(ar+byt+cek) = (2 +y + + +e)cos’0 
总 之 ， 上 述 直截了当 的 计算 说 明了 任何 一 个 圆锥 截 线 的 方程 式 都 是 一 
个 二 元 二 次 方程 式 ， 其 一 般 形式 可 以 写成 

Ar*+2Bry+Oy +2Dr+2EBy+F=0 

概括 地 来 说 ， 所 有 圆锥 截 线 都 是 二 次 曲线 。 很 自然 地 我 们 会 反问 ， 是 
否 任何 二 次 曲线 也 都 是 圆锥 截 线 呢 ? 


为 了 要 解答 上 述 逆 问 题 ， 就 自然 地 会 认识 到 下 面 这 种 「 坐标 变换 不 
变量 」 的 基本 思想 。 
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8.4 坐标 变换 和 不 变量 


空间 的 一 个 重要 本 质 是 它 完 美的 对 称 性 和 均匀 性 ， 它 在 坐标 解析 几 
何 中 的 反映 就 是 所 有 正 交 坐标 系 〈 亦 称 之 为 笛 卡 儿 坐 标 系 ) 之 间 的 互 换 
等 价 性 。 当 我 们 用 坐标 解析 法 去 研讨 几何 事物 时 ， 一 定 要 铭记 在 心 ， 
只 有 那 种 和 坐标 系 的 选取 无 关 者 才 具 有 本 质 的 几何 内 涵 。 例 如 当 我 们 
在 研讨 二 次 曲线 时 ， 同 一 条 二 次 曲线 在 两 个 不 同 的 正 交 坐标 系 {0; ,yy} 
和 {0O';x',Vy} 中 的 方程 式 各 异 。 设 其 分 别 为 


4z22 +2Bry+OCy +2Dr+2EBy+F=0 


和 
A'x 十 2B'r'y 十 CO 十 2DP +2Ey+rF =0 


所 以 上 述 两 个 方程 式 的 系数 比例 组 即 {A:B:C:D::『} 和 和 
{4 :B':0':D':B':F} 其 本 身 并 不 具有 本 质 的 几何 意义 ， 而 只 有 在 
坐标 变换 之 下 保持 不 变 的 那 种 系数 组 合 才 会 具有 本 质 性 的 几何 意义 。 
由 此 可 见 ， 要 研讨 一 般 二 次 曲线 的 几何 就 自然 得 从 其 方程 式 系数 的 不 
变 组 合 (通常 叫做 方程 式 的 坐标 变换 不 变量 ) 的 系统 研讨 著 手 。 长 话 
短 说 ， 二 次 方程 式 在 正 交 变换 和 平移 变换 之 下 具有 下 述 三 个 基本 不 变 
量 ， 即 恒 有 : 


A+C=A+0C’ 
B*— AC= B*-A'O' 
ABD 由 万 也 
BOC El|=IBO' 克 
DEF DE F 


通常 分 别 用 符号 刀 , 5, A 表示 上 述 三 个 基本 不 变量 。 再 者 ， 所 有 其 他 的 
不 变量 都 可 以 表达 成 上 述 三 个 基本 不 变量 {万 ,6, 八 } 的 却 数 。 在 此 且 先 
说 明 万 ,6 和 八 在 坐标 变换 之 下 的 不 变性 : 

1. 平面 上 的 任 给 保 长 变换 都 可 以 由 平移 和 正 交 (转轴 ) 变换 组 合 而 成 
。 相 应 地 ， 平 面 上 任 给 两 个 正 交 坐标 系 {O; X,Yy} 和 {O5 zy 之 间 的 坐 
标 变换 也 可 以 分 解 成 平移 和 正 交 坐标 变换 的 组 合 ， 如 [图 8-10] 所 示 。 
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2 
©y 
一 
[ 图 8-10 ] 
2. 设 书 是 平面 上 任 给 一 点 ， 它 在 坐标 系 {Oiz 凡 , {O3zo 扩 ] 和 


{9O5 2 中 的 坐标 分 别 为 (x,y), (x*,2*) 和 (x',Wy)， 即 有 


OF = wes + ye, 
OP = wv'es + y'ey = ter + yey 
Ne < 
设 OO = hey 二 +key, Lez,ew) 一 0, Leyyey) 一 0 (或 1 十 9) ， 则 有 
一 全 
OP = O00 4+0B=(h+r)est (k+y)e, 
> T=7 +h, y=y +k 


ex' = COSO er + sind ey 
ey = 一 sinber 十 cosgey (或 sin0es 一 cos0e,) 
X* = 7 cos0—Yy sing 

”=x sin0+Yy cosb 

T=7X cos0—Yysin0+t+nh 

y= sin0+y cos0 十 无 


Uy 
一 人 全 一 人 人 一 人 一 


3. 将 上 式 代入 一 个 二 次 曲线 在 {0O;z,y} 中 的 方程 式 
A +2Bry+OCOy+2Dr+2Ey+F=0 


展开 ， 集 项 而 得 者 乃 是 它 在 {Ox',W} 中 的 方程 式 。 由 此 ， 上 比较 系数 即 
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可 


个 


A'= Acos*0+Csin b+ Bsin20 

B’'= (C— A)sin0cos0+ Beceos20 

C= Asin 0+Ccos0— Bsin20 

D'= (Ah+Bk+i+D)cos0+(Bhi+Ck+E)sing 
FE’'= (Bh+Ck+i+E)cos0— (Ah+ Bk+i+D)sin0 
F' = Ah?+2Bhk+CR +2Dh+2Ek+F 


4. 由 上 述 二 次 曲线 的 系数 的 坐标 变换 式 ， 即 可 直接 验证 厅 和 5 的 
不 变性 如 下 ， 即 : 


A'+C’= A(cos’ 0+sin’0)+C(sin 0+cos’0)=A+C 
而 用 直接 展开 可 得 


B = (C— A)?sin 0cos :0+ B(O— A)cos20sin20+ B?cos?20 
-4C' = —A’?cos’0sin0— ACcos0+ ABcos’ Osin20 
—AC sint0 — C0C*cos’0sin’0+ BCsin’ 0sin20 
—AB sin’ 0sin20 — BC sin 20 cos*0 + B?sin? 20 


在 上 式 中 ，B?2cos?20 和 万 ?sin220 合 起 来 当然 就 是 B2， 而 B” 中 有 底 
线 的 项 又 刚好 和 一 A'C' 中 有 底线 的 项 相 消 ， 所 以 即 得 


B -4C=B2+T(C2 一 24C+42)sin20cos20 一 42cos20sin20 
—O?cos’ 0sin’0— AC(cos 0 + sin’ 0 
= B*— AC(cos*0 + sin*0+2sin’0cos0) 
= B*— AC(cos*0+sin 0 = BAC 
5. 我 们 当然 可 以 用 同样 的 直接 代 换 方法 来 验证 A 的 不 变性 ， 但 是 其 中 


的 运算 颇 为 繁复 。 下 面 将 提供 有 一 个 较 佳 的 方法 ， 而 且 亦 可 以 突出 短 
阵 运 算 的 优越 性 。 一 个 二 次 曲线 可 以 用 下 述 和 矩阵 形式 表达 : 


ABD 也 
Ar*+2Bry+Cy+2Dr+2By+F=(ry 1)|IBCE y | =0 
DEFrF 1 
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另 一 方面 ， 前 述 的 坐标 变换 式 在 矩阵 形式 下 亦 可 以 写成 
人 人 一 SinO ， | 
yi1= | sing “ k 
\L 下。 wi) 
cos0 sin0 0 
(2 y 1) = (2 0 1) 一 Sin0 cos0 0 
h k 1 
所 以 由 直接 代 换 可 得 
ABD x 
(2 2/ 1) BCE y 
DE F 1 
cos0 sing 0 ABD cos0 一 SinO h x 
= (2 y 1) se 中 | 外 CE cos0 大 Ce 
h oD de i 
A' BDN /zr 
Ns (2 y 1) B’ CDY FF y 
Dr WN 
亦 即 
4 B!' | 人 sin 0 0\ 人 BD Co —sin0 h 
B' CI 万 | = 0 BO 万 sin0 cosO 天 
DE nF iJ\pEFj\o 0 1 
由 此 可 见 ， 用 行列 式 的 乘法 公式 即 有 
4 B’ D’ cos0 sin0 0 ABD cos0 —sin0 h 
有 CI EI=|—sing cos0 0|.BC El.lsing cos0 天 
万 开本 h k 1 DE F 0 0 1 
ABD 
=|B CO EE 
DE :EF 


将 上 述 基 本 不 变量 的 理解 再 和 坐标 变换 结合 运用 ， 就 可 以 有 系统 地 


换 : 


把 二 次 曲线 加 以 几何 分 类 。 例 如 当 5 关 0 的 情形 ， 即 可 求 得 一 个 平移 变 
Z 一 2 十 几 
y= +k 
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使 得 DD* 二 JB* 一 0， 亦 即 由 下 述 线性 方程 组 


Ah+Bk+D=0 
Bh+Ck+E=0 


即 可 求 得 上 述 平 移 中 的 {h,k}。 这 样 ， 原 给 曲线 在 坐标 系 {0O';x*, or 中 
的 方程 式 就 变 为 ( 注意 : 平移 变换 不 会 改变 A, B,C 的 值 ) 
Ar™” +2Bry +Oy +rF*=0 
其 中 F* = 一 兮 。 接 著 我 们 还 可 以 用 适当 的 转轴 变换 ， 即 
XT* = 7X cS0—Y sing 
y* =x sin0+Yy cos0 
使 得 B'=(C 一 A)sin0cos9 十 Bcos209= 二 0， 亦 即 


tan 20 = 2 > 有 -1_28 
ee A 
( 若 取 0<0<4 或 旦 <0<n 者 ， 则 可 以 保持 A-0' 和 有 AO 同 号 
， 试 证 之 。) 则 曲线 在 坐标 系 {O'; zy} 中 的 方程 式 为 


2 2 水 
Az +C +F=0, (F=F*=— 人 ) 


A'+0'=H=(A+0O) 


AC'’= -6= AC-—B? 0 


上 友 [tc 二 可 以 由 坟 和 红 | 


亦 即 {4,0')} = { 过 十 V(S)2+6]。 


[ 注 ] : 若 一 条 二 次 曲线 在 变换 (z, 作 上 (x, 一 四 之 下 保持 不 变 ， 则 称 之 
为 具有 『 心 对 称 」 者 。 把 这 个 变换 代入 二 次 曲线 的 方程 式 中 ， 即 有 


Azr” + 2Br'y + Cy 一 2Dz —2Ey +F=0 
由 此 可 见 一 条 二 次 曲线 具有 心 对 称 的 充 要 条 件 就 是 万 = 互 =0。 当 0 尖 0 
时 ， 我 们 可 以 求 得 平移 变换 使 得 D* = 本 =0， 所 以 在 这 个 情况 二 次 曲 
线 是 具有 心 对 称 者 ; 但 若 果 6 = 0， 则 情况 会 是 怎样 ? 我 们 可 以 用 下 面 
的 分 析 来 研讨 : 
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设 6= 二 0， 我 们 可 以 先 用 一 个 转轴 变换 

T=7X*cos0— ysing 

y= 7*sin0+y cos0 
使 得 Br 二 0。 因 为 0=6== BY 一 AO*= 二 一 4*O*， 所 以 A* 和 C0* 之 中 
必 有 一 个 为 零 ， 不 妨 由 0 的 适当 选取 ( 即使 得 A 一 CO, A4* 一 C* 同 号 或 
异 号 的 0) 使 得 QO* 二 0°。 所 以 经 过 上 述 转轴 变换 之 和 后， 二 次 曲线 在 坐标 
系 {O;w*,W*} 的 方程 式 为 

A*r +2oD'r* 2p +r*=0 
再 用 一 个 平移 变换 2" 二 ww/' 一 先 ， 二 ?YY 即 有 
Az ?+2B'y +F=0, (A4=A*,F= 8’) 

ss et 
土 。 当 关 0， 亦 即 八 关 0 时 ， 这 是 一 条 抛物 线 ， 而 且 还 可 以 用 
平移 变换 一 wy 一 VV 一 十; 将 方程 式 简化 为 Aw 十 2B'y" 一 0。 当 


2E’ 


二 0， 亦 即 信 二 0 时 ， 则 二 次 曲线 会 说 化 至 一 对 直线 ( 实 或 庶 ) 6 
总 结 上 述 分 析 ， 我 们 可 以 用 不 变量 万 , 6, A 把 一 般 的 二 次 曲线 作 系 
6 关 0 :在 这 种 情形 ， 二 次 曲线 的 方程 式 经 过 适当 的 平移 、 转 轴 


2 2 * 
Az +OW +F=0, (F= 7*=—$) 


(1) 若 A',0O' 同 号 ( 即 6= 二 -AC' <0) 而且 与 出 号 ( 即 有 H. 信 <0) 
， 则 属于 椭圆 的 类 别 三 十 所 二 1; 


(2) 若 妨 ,0',， 下 同 号 ( 即 56<0, 甩 .人 >0)， 则 属于 座 椭圆 的 类 别 
区 十 多 = 一 1 


(3) 若 4, C' 同 号 ( 即 6<0) 而 且 忆 = 人 
会 赔 化 为 一 点 如 十 拓 二 0 (或 可 当做 交 于 一 实 点 的 一 对 虚 直 线 ) 
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(4) 若 A,C' 异 号 ( 即 5>0) 而且 下 六 0( 即 人 六 0)， 则 属于 双 拘 
Re | 


(5) 车 4 0 0 且 FI 二 0( 即 人 和 八 =0)， 则 属于 一 对 


相交 直线 的 类 别 己 一 先 = 


了 


第 二 种 5 二 0 :在 这 种 情形 ， 二 次 曲线 的 方程 式 经 过 适当 的 转轴 、 平 移 
变换 后 就 可 以 写成 


Ax” +2E'y +F'=0 
(6) 若 忆 关 0( 即 人 人 =-AE” 关 0)， 则 属于 抛物 线 的 类 别 y = az2 ; 
(7) 若 =0( 即 作 =0)， 则 属于 一 对 (平行 ， 相 重 或 虚 ) 直线 的 


类 别 二 qa?, x 二 0 或 x 二 一 qa?。 


[ 注 ] : 由 上 述 分 类 可 以 直接 看 到 ， 一 条 二 次 曲线 会 说 化 为 一 对 (平行 ， 
相 重 ， 0 


8.5 五 点 定 一 「 二 次 曲线 」 和 六 点 共 在 一 「 二 次 
曲线 」 的 条 件 

在 初等 几何 中 有 两 个 熟知 的 事实 ， 即 两 点 定 一 直线 和 不 共 线 三 点 定 
一 圆 。 若 改 用 解析 观点 来 看 ， 上 述 几 何事 实 与 直线 和 圆 的 方程 式 中 系 
数 比 的 个 数 是 密切 相对 应 的 。 亦 即 

直线 方程 : Az 十 By 十 C=0 
中 具有 两 个 相互 独立 的 系数 比 {4A:B,A:C}; 
圆 方程 : 4(z2 十 +2Dz+2By 二 下 =0 


中 具有 三 个 相互 独立 的 系数 比 {A :DD,A: 包 ,A:F}。 再 者 ， 运 用 线性 方 
程 组 的 基础 理论 ， 我 们 还 可 以 用 行列 式 直 接 写 下 三 点 共 线 和 四 点 共同 
的 坐标 条 件 式 ， 即 


基础 几何 学 之 二 


172 第 八 章 . 圆锥 截 线 的 故事 


P(xi, Yi), l1<1i< 3, 三 点 共 线 的 条 件 是 


21 y1 1 
Z2 % 1|=0 
23 2%3 1 


已 (zi 1T<1i<X 4 四 点 共 圆 的 条 件 是 


ZV1 十 好 21 纺 


3+Y Za Yo 

好 十 由 73 Ys 

ZI+Y ra Ya 
同样 理由 ， 我 们 也 有 下 述 六 点 { 忆 (zi,%), 1 之 i<6} 共 在 一 个 二 次 曲线 
上 的 代数 条 件 是 
24 2 和 色狼 
2 《22 V2 2X2 Y2 
3 LX3Yy3 Y3 73 Y3 
TA4 TA4Y4 Y4 74 Y4 
5 V5Yy5 Ys 25 25 
26 We6Yy6e Ye 76 Y6 


因为 它 就 是 存在 有 不 全 为 零 的 系数 组 {A, B,CO,D, 万 ,了 } 使 得 


上 产 产 瑚 靖 博 请 
| 
od 


Az? + Br + CF+Drt+ Ey+F=0, 1<i<6 


的 充 要 条 件 。 假 如 我 们 把 {(zi,y),1 <i<5} 想 成 是 取 定 者 ， 而 把 
(ze;Vye) 想 成 是 变动 者 ， 而 且 改 用 符号 (x,y)， 则 上 述 六 阶 行列 式 也 就 是 
过 {P(xi,%), 1 之 i<5} 这 五 点 的 唯一 二 次 曲线 的 方程 式 。 这 也 就 是 
[五 点 定 一 二 次 曲线 」 的 代数 表述 。 


8.6 Pascal 定理 和 Pappus 定理 


上 面 所 讨论 的 是 六 点 共 在 一 二 次 曲线 上 的 坐标 代数 条 件 式 。 很 自然 地 
我 们 还 应 该 研讨 六 点 共 在 一 二 次 曲线 的 几何 条 件 完 竟 是 什么 ? 这 也 就 是 
著名 的 Pascal 定理 。Blaise Pascal (1623-1662) 英 年 早 逝 ， 他 在 少年 时 代 
曾 著 有 一 本 圆锥 截 线 的 小 册子 ， 可 惜 当 年 印 份 极 少 ， 很 早 就 连 弧 本 也 找 
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不 到 了 。 但 是 Leibniz 说 他 早年 曾经 拜读 过 ， 还 记得 其 中 有 下 述 这 个 美 
妙 的 定理 ， 即 在 一 个 圆锥 截 线 T 上任 取 六 点 {A1, 42, 43; Bi1, Bs, B3}， 如 
[图 8-11] 所 示 ， 令 P= AiBsNn hsBi, Q = A1Bs3N AsBi, R= AsBsN AsB, 
， 则 恒 有 {P,Q, RR} 三 点 共 线 。 


但 是 Leibniz 说 他 已 经 不 记得 Pascal 在 书 中 所 给 的 证 明了 ， 所 以 我 
们 现在 只 能 从 Pascal 当代 的 几何 认 知 环境 来 作 一 种 合情合理 的 探讨 与 
推测 。 


早 在 纪元 三 世纪 末 ，Pappus 的 几何 著作 中 即 已 出 现下 述 命题 ， 即 
如 [图 8-12] 所 示 ， 设 {41,4o, A3}, {Bi1, Bo, B3} 是 分 别 在 L 和 1 上 的 三 
点 组 。 令 了 = ABNn AsBi, = A1BsN AsBi, R= AsBsN AsB,， 则 
{PQ,R} 三 点 共 线 。 


可 惜 这 样 美 妙 的 命题 万 是 仅仅 以 一 个 习题 形式 出 现 而 并 没有 在 书 中 
给 以 论证 ， 显 然 Pappus 和 当代 的 几何 学 家 们 是 知道 如 何 证 明 上 述 命题 
的 。 他 们 当时 究竟 是 怎 庆 证 的 呢 ? 却 又 是 一 个 有 待 探讨 与 推测 的 [证 
法 考古 题 ] 。 
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现在 让 我 们 先 来 探讨 Pappus 定理 的 十 证 理 当 如 何 。 由 于 这 个 命题 
是 以 习题 形式 出 现 ， 我 们 相信 它 是 能 够 以 当年 熟知 的 几何 定理 推导 出 
来 的 。 回 顾 当 年 有 关 的 几何 定理 ， 其 中 就 只 有 Menelous 逆 定 理 是 以 
| 三 点 共 线 」 为 其 结论 者 ， 所 以 我 们 可 以 想到 当年 大 概 是 要 运用 Menelous 
递 定理 来 证 明 Pappus 定理 。 我 们 先 重 温 Menelous 定理 和 其 逆 定 理 ( 详 
见 第 二 章 例题 ) 


【 Menelous 定理 和 北 定 理 】 : 设 直线 2 与 A4BC 三 边 所 在 之 直线 AB， 
BCO, CA 分别 相交 于 PQ,RR 相 央 三 点 ， 则 下 述 有 向 长 度 比 之 乘积 恒 等 
所 


AP BO CR 
7 


反之 ， 若 相 异 三 点 已 Q, 忆 分 别 在 A4BC 三 边 4B, BO, CA 之 上 并 满 
足 上 面 有 向 长 度 比 的 条 件 式 ， 则 已 @, 尽 三 点 共 线 。 


[ 图 8-13 ] 


现在 让 我 们 运用 Menelous 定理 和 着 定理 来 证 明 Pappus 定理 。 


就 命题 的 图 形 所 给 的 八条 直线 ， 我 们 可 以 就 地 取材 ， 选 取 其 中 三 条 
分 别 过 PP, @, 尺 者 来 构成 一 个 三 角形 ， 然 后 再 对 于 其 余 五 条 直线 运用 
Menelous 定理 。 如 [图 8-14| 所 示 ， 我 们 选取 了 A1Bs, A2B1, A3Bo 来 构 
成 和 STU 。 
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对 A1Bs 运用 Menelous 定理 : 
STN AIB, 一 {A1}, TUNMAIB, 一 {B2}, USN A1B, 二 {P} ? 所 以 : 


Sh TB DP 
A7 BD 五 
对 A，B3 运用 Menelous 定理 : 
STN A,.B; 一 {B;}, TUN .42 万 3 一 {RR}, USN A> Bs {A2} ? 所 以 : 


SBs TR UA 
万 :7 Rd A, 
对 A3B1 运用 Menelous 定理 : 
STN AsB1 一 {Q@}, TUN AsB1 一 {A3}, USN AsB!1 一 {Bi1} 和 所 以 : 


sO TL DB 本 
07 As0 Bi 

对 《运用 Menelous 定理 ( 然后 颠倒 ) 

着 = 
AT 大 了 Zs 


二 
SA! 743 742 


对 0' 运用 Menelous 定理 (然后 颠倒 ) 
因 STNC={Bs}, TUNGC = {Bs}, USNC={Bi}? 所 以 : 
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现 将 上 面 所 得 的 五 条 等 式 相 乘 起 来 ， 便 会 发 现 有 很 多 项 能 够 互相 抵消 
， 最 后 便 可 得 出 下 面 等 式 : 


5 TR DP | 
本 硬 下 


运用 Menelous 递 定 理 ， 即 知 已 ,Q@, 民 三 点 共 线 ，Pappus 定理 证 毕 。 


接著 让 我 们 来 探讨 Pascal 当年 的 证 明 究 竟 有 那 种 合情合理 的 可 能 性 。 
首先 ， 他 当然 熟知 Pappus 定理 ， 而 且 也 知道 对 于 Pappus 定理 的 上 述 证 法 
。 再 者 ， 他 所 要 证 明 者 ， 其 实 就 是 Pappus 定理 在 非 说 化 锥 线 的 推广 。 如 
[图 8-15] 所 示 ， 台 ,分 别 是 圆锥 T 和 两 个 平面 IT IT 的 截 线 ， 而 且 也 | 
是 一 个 圆 。 令 { 4 的， 4; B1, By, BS} 是 上 的 相应 六 点 使 得 {0, 45 41} 
和 {O, Bi, BI} 恬 为 共 线 三 点 组 。 


[ 图 8-15 ] 


令 P=4NBINA44Bi, QI = 4BIN 44Bi, R =A,B4N AsB)。 不 难看 到 
{0, PP}, fo,Q,Q@] {0, R, RR} 也 都 是 共 线 三 点 组 。 所 以 {P,Q R'} 三 
点 共 线 的 充 要 条 件 甩 是 {P,Q,R} 三 点 共 线 。 由 此 可 以 想到 ，Pascal 当 
年 想 要 证 明 者 ， 其 实 可 以 归于 圆 的 情形 去 加 以 证 明 的 。 换 和 名 话说 ， 只 要 
能 够 把 它 对 圆 的 「 特殊 情形 」 加 以 证 明 ， 则 | 一 般 情 形 」 的 证 明 就 可 
以 运用 上 述 透 视 对 应 加 以 推论 而 得 ! 按照 Pascal 当代 的 几何 认 知 来 判 
断 ， 上 面 这 种 运用 圆锥 截 线 「 与 生 俱 来 」 的 透视 对 应 把 Pascal 定理 的 
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证 明 归 于 圆 的 情形 加 以 论证 的 想法 是 相当 自然 的 。 总 之 ， 只 要 有 了 这 
个 想法 ， 就 自然 会 同样 地 去 构造 在 Pappus 定理 的 十 证 中 那个 分 别 含有 
P',Q',R' 于 其 三 边 之 上 的 那个 三 角形 ， 如 [图 8-16] 所 示 的 人 STU 。 


[ 图 8-16 ] 
把 Pappus 定理 中 所 用 的 [图 8-16] 和 [图 8-14 相 比 较 ， 其 差别 是 前 者 
除 人 STU 的 三 边 之 外 尚 有 五 条 直线 而 和 后 者 则 尚 有 三 条 直线 和 一 个 圆 。 
三 条 直线 运用 Menelous 定理 ， 即 得 


我 们 当然 可 以 先 对 这 三 


Sa TB UP 


sB TR UA 
Bi RE E37 
SO TA UB 
于 二 了 


相 乘 之 后 再 重组 ， 其 所 得 为 
SB TB TA DY UB SO TR UP 


sa 
把 上 式 和 Menelous 逆 定 理 中 的 条 件 相 比 ， 上 式 左 侧 多 了 一 个 
Sa SB TB TA UA UB 
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在 此 ， 自 然 会 想到 应 该 运用 圆 的 几何 性 质 去 证 明 它 恒 等 于 1。 其 实 ， 如 
[图 8-17] 所 示 ， 由 圆周 角 相 等 易 见 


B’ 3 
出 A 
[ 图 8-17 ] 
SA [sd 
SA'? 5B 
人 SA1BI 和 八 SAsBs 相似 ， 所 以 1 3 一 ]。 同 理 即 
7 DA UB 


7 有 - ,|! 


这 样 就 可 以 证 得 P',(Y,R' 三 点 共 线 ， 再 用 透视 对 应 即 可 证 得 P,Q@,R 三 
点 也 共 线 。 由 上 面 这 一 段 分 析 和 探讨 来 看 ， 我 们 相信 Pascal 当年 的 证 
法 ， 大 致 应 该 如 此 。 


[ 注 ] : ( 一) Pascal 定理 不 但 提供 了 六 点 共 在 一 锥 线 的 充 要 条 件 的 几何 
表述 ， 而 且 也 提供 了 描绘 那个 五 点 所 定 的 锥 线 的 点 线 作 图 法 。 
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(二 ) 锥 线 的 几何 本 质 乃 是 圆 的 透视 投影 。 由 此 可 见 ， 关 于 圆 的 任何 
一 个 在 「 透视 投影 之 下 保持 不 变 」 的 几何 性 质 ， 当 然 也 是 任 给 锥 线 所 
共有 的 几何 性 质 。 上 述 Pascal 定理 只 是 其 中 之 一 ， 当 然 它 是 其 中 极为 
重要 的 锥 线 特 微 性质 ; 其 他 各 种 各 样 的 锥 线 的 透视 投影 不 变 的 共性 ， 
都 可 以 用 它 来 加 以 推导 。 


(三 ) Pappus 定理 当年 在 Pappus 的 著作 中 ， 仅 仅 以 习题 形式 出 现 ， 完 
其 原因 ， 大 概 是 当代 的 几何 学 家 们 认为 它 只 是 一 个 美妙 的 命题 而 已 ; 

在 [当时 」 的 几何 体系 中 ， 并 没有 基本 的 重要 性 。 其 实 Pappus 二 
深刻 药 涵 ， 一 直到 了 十 九 世 纪 和 后 半 在 射影 几何 学 的 研讨 中 ， 才 展现 出 它 
的 基本 重要 性 。 它 万 是 整个 射影 几何 的 基本 定理 (fundamental theorem 


of projective geometry) ° 


8.7 ”Kepler 行星 三 定律 


日 月 和 四 季 的 变化 ， 上 有 具有 明确 的 周期 性 和 规律 性 ; 而 且 它 们 都 全 面 
地 影响 著 大 地 上 的 一 切 现象 和 活动 。 所 以 自古 以 来 各 十 文明 都 十 分 重 
视 天 象 的 观察 也 都 认识 到 各 种 各 样 的 天 文 知 识 。 例 如 中 国 、 埃 及 、 巴 
比 伦 、 和 希腊 等 古文 明 都 发 现 漫 天 斗 星之 中 ， 几 乎 所 有 的 星象 之 间 的 相 
I 4 
球 ] 上 的 [恒星 」 (fixed stars)。 唯 独 有 很 少 几 颗 相当 明亮 的 星星 ， 
们 和 其 他 星星 的 相对 位 置 则 是 一 直 在 变动 ， 人 
| 行星 」 (planets : 其 意义 是 漫游 者 )。 这 几 颗 特 出 的 行星 ， 自 古 以 来 就 
吸引 著 世 世代 代 的 星象 观察 者 。 在 十 代 的 天 文学 中 ， 观 察 和 研讨 日 、 
月 、 行 星 在 天 空中 运行 的 规律 一 直 是 最 主要 的 中 心 课题 。 此 事 一 直到 
六 、 十 七 世纪 之 交 ，Kepler 行星 三 定律 的 发 现 才 克 竟 其 功 ， 这 也 就 
是 开创 近代 天 文学 的 重大 突破 和 奠基 者 。 长 话 短 说 ，Kepler 三 定律 万 
是 以 Tyco de Brahe 数 十 年 对 于 行星 运行 夜 以 继 夜 ， 从 不 间断 的 详尽 、 
致 细 的 观察 数据 为 基础 。Kepler 再 花 了 十 多 年 功夫 ， 用 各 种 各 样 几何 
模型 的 数理 分 析 去 探索 那个 能 够 和 Tyco de Brahe 的 观察 数据 充分 吻合 
的 行星 运行 模式 。 其 间 历 尽 艰 辛 ， 层 败 不 包 才 在 1609 年 终于 完成 了 火 
星 (Mars) 的 运行 模式 ， 这 也 就 是 他 在 《新 天 文学 》(Astronomia Nova, 
1609) 中 所 发 表 的 第 一 与 第 二 定律 ， 即 : 
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【第 一 定律 】: 火星 绕 太 阳 以 一 个 以 太阳 位 于 其 焦点 之 一 的 椭圆 运行 。 


【第 二 定律 】: 在 单位 时 间 内 ， 火 星 和 太阳 连 线 所 扫 过 的 面积 恒 相等 ， 
如 [图 8-19] 所 示 。 


[ 图 8-19 ] 
他 接著 又 花 了 十 年 苦 功 去 研究 其 他 各 行星 的 运行 规律 ， 它 们 不 但 也 满 
足 同样 的 第 一 、 第 二 定律 ， 而 且 在 当年 所 知 的 六 个 行星 ( 包括 地 球 ) 
的 椭圆 轨道 的 长 径 和 其 周期 之 间 还 满足 下 述 美 妙 的 第 三 定律 ， 发 表 在 
《 宇 定 的 和 谐 》(Harmonices Mundi, 1619) : 
【第 三 定律 】: 各 个 行星 不 但 也 满足 同样 的 第 一 、 第 二 定律 ， 而 且 其 轨 
道 长 径 的 立方 和 周期 的 平方 之 间 的 比值 惨 相 等 。 


首先 ， 让 我 们 以 和 后 见 之 明 ， 再 来 回顾 、 分 析 一 下 当年 Kepler 在 发 现 
行星 三 定律 所 经 历 的 艰难 苦 功 究竟 是 那 一 种 数理 分 析 ? 此 事 的 细节 说 
来 话 长 ， 而 Kepler 所 发 表 的 《新 天 文学 》 其 实 乃 是 一 本 把 他 当年 所 经 
历 的 困难 、 失 败 与 成 功 的 实况 实录 ， 在 此 只 简要 地 概述 其 中 主要 的 困 
难 所 在 。 以 后 见 之 明 来 看 ， 地 球 和 火星 都 绕 著 太 阳 作 椭圆 的 非 等 速 运 
动 ， 大 约 如 [图 8-20] 所 示 。 


sw 


| 图 8-20 ] 
要 注意 ， 当 年 Tyco de Brahe 以 及 自古 以 来 所 有 的 观察 数据 都 是 由 
地 球 向 火星 夜 以 继 夜 的 观察 ， 而 Kepler 所 要 探索 的 运行 规律 则 是 火 
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星 和 地 球 究 竟 是 如 何 绕 太 阳 作 相对 运动 。 因 此 他 先 得 要 作出 一 种 猜想 
(conjecture) 然后 根据 它 来 计算 在 各 个 时 刻 地 球 和 火星 之 间 的 方向 ， 并 
且 把 计算 所 得 和 Tyco de Brahe 的 实测 方向 逐一 比较 ， 看 看 是 否 逐 一 吻 
合 ?〈 亦 即 偏差 在 观察 误差 之 内 。 ) 由 此 可 见 ， 其 所 涉及 的 计算 在 本 质 
上 万 是 个 不 断 在 作 相 对 运动 的 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 。 在 此 得 提醒 一 
个 现代 读者 的 ，Kepler 在 作 这 种 计算 的 年 代 比 稍 卡 儿 的 坐标 几何 的 诞生 
(1637) 还 要 早 四 十 年 ! 总 之 ， 这 是 一 种 十 分 艰巨 的 [科学 猜谜 ] 。 因 为 
我 们 所 能 实测 者 乃 是 由 地 球 到 火星 的 观测 数据 ， 而 Kepler 所 要 探索 者 
则 是 地 球 和 火星 对 于 太阳 的 相对 运动 的 规律 ! 他 在 这 个 无 比 艰 巨 的 科 
学 猜谜 的 征程 上 展 猜 展 败 ， 但 他 坚 必 不 属 ， 奋 斗 了 十 多 年 才 成 功 地 发 
现 了 第 一 、 第 二 定律 。 然 和 后， 又 继续 努力 了 整整 十 年 ， 才 发 现 了 第 三 
定律 。 这 种 艰苦 奋斗 ， 屡 败 不 狠 的 经 历 ， 在 Kepler 的 名 著 Astronomia 
Nova 中 都 有 详细 的 纪录 。 他 不 但 告诉 我 们 和 后 之 来 者 那 辉 煌 的 最 和 后 成 功 
， 他 也 忠实 地 纪录 下 他 每 次 失败 的 经 验 。 其 中 最 令 人 钦佩 也 最 值得 和 后 
学 后进 效法 的 是 他 在 第 19 章 之 末 所 写 的 一 段 话 。 在 那 一 章 中 他 对 于 又 
一 个 猜想 进行 计算 ， 发 现 它 和 Tyco de Brahe 的 火星 实测 数据 都 吻合 到 
2 分 ( 亦 即 击 度 ) 而 这 正 是 上 述 观 测 的 确保 准确 度 。 但 是 在 他 正 要 为 
大 功 终 于 告 成 而 欢心 鼓 葡 的 时 刻 ， 突 然 记 起 还 有 另外 四 个 实测 数据 蕊 
了 了 验算。 一 算 之 下 发 现 误差 是 8 分 。 在 这 个 时 刻 ， 他 写 下 这 样 一 段 话 ! 

[上帝 赐 与 我 们 Tyco de Brahe 的 实测 数据 ， 是 确保 准 到 2 分 的 。8 
分 的 误差 是 不 能 接受 的 ， 让 我 们 重新 开始 吧 。」 Kepler 就 是 以 这 种 高 
洁 的 科学 精神 ， 不 得 真相 永 不 休 的 奋斗 才 终 于 发 现 了 Kepler 行星 运行 
三 定律 的 。 
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Kepler 三 定律 清楚 地 描述 了 行星 运行 的 简单 模式 。 一 个 自然 的 问题 
就 是 : [为 什么 行星 会 以 太阳 为 其 一 焦点 的 椭圆 轨 道 运 行 ? 」 牛顿 对 
这 个 问题 给 了 一 个 直接 的 答案 ， 即 行星 与 太阳 之 间 存 在 满足 平方 反比 


1 原文 英 译 :“Since the divine benevolence has vouchsafed us Tyco Brahe, a most 
diligent observer, from whose observations the 8' error in this Ptolemaic computation is 
shown, ...... Now, because they could not have been ignored, these eight minutes alone 
will have led the way to the reformation of all of astronomy, ...... 络 
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定律 4(inverse square law) 的 引力 。 而 且 这 种 引力 同样 地 存在 于 任何 两 个 
物体 之 间 ， 不 论 是 火星 与 太阳 或 是 苹果 与 地 球 ， 都 是 同一 种 引力 ; 这 
就 是 牛顿 著名 的 万 有 引力 定律 。 现 在 让 我 们 以 现今 的 符号 体系 来 重新 
看 看 牛顿 这 个 对 和 后 世 科 学 发 展 有 著 深 远 影 响 的 工作 。 首 先 我 们 需要 对 
椭圆 的 几何 性 质 有 一 定 的 了 解 。 


(一 ) 椭圆 面积 公式 : 椭圆 面积 = rxab 
设 椭圆 的 长 、 短 径 分 别 为 2a, 20。 现 构造 两 个 圆 ， 半 径 分 别 为 ob， 
并 把 顶 圆 夹 于 两 者 之 间 ， 如 [图 8-21| 所 示 。 


P= P(xz,y) 
和 一 QCcOS O 
y 三 0Sin 


考虑 图 中 那 条 过 P(x,y) 的 罕 条 面积 。 由 于 了 Z=acosp)y=bsinp， 在 椭 
圆 内 的 罕 条 面积 和 整 条 罕 条 面积 的 比率 约 为 : 


20sinp Az 5b 


2asinyArT a 


这 是 一 个 与 P(x,Vy) 位 置 无 关 的 常数 。 当 把 所 有 这 种 军 条 的 面积 加 起 来 
时 ， 便 得 
粮 曾 国家 二 wi 
a 


2 注 : 在 这 里 有 一 段 小 插曲 。 平 方 反 比 引 力 的 猜测 并 不 是 源 自 牛顿 ， 而 是 Hooke 
在 研究 自由 落体 轨迹 时 的 猜想 。 但 Hooke 本 身 是 一 位 实验 科学 家 ， 他 不 懂 怎 样 用 数 
学 方法 去 证 明 这 个 猜想 。 虽然 他 和 牛顿 之 间 曾 因 光 是 波动 或 粒子 学 说 引起 争论 ， 他 
仍然 写 信 给 牛顿 ， 和 希望 牛顿 能 以 数理 分 析 的 方法 来 给 与 证 明 。 
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(二 ) 精 园 的 极 坐标 方程 式 


2/ 
不 
Pl(z,y) 
T 
> 
元 2 212 
Se 


[ 图 8-22 ] 


如 [图 8-22] 所 示 ， 椭 贺 上 一 点 PP 有 (zx,y) 和 (7r,0) 两 种 表示 方法 ， 而 
(Zz,y) 和 (7,0) 之 间 的 转换 可 以 用 


rcos0=ZX++c, 7rsin0=Yy 
2 ,2 
来 达成 。 把 上 面 转换 方法 代入 熟悉 的 字 轩 坐标 方程 式 二 十 三 一 1， 即 得 
a 
D2(rcos0 — cc) +a’(rsin0)? — ab =0 
D2(r2cos*0—2crcos0+e)+ar (1l— cos0) — a =0 
(D2 — a’)r?cos’ 0 — 2bcrcos0 + be +ar— ab =0 
一 c272 cos20 一 202crcos0 一 拓 二 oa272 =0 (= +e) 
a27” 一 (rccosb 十 2)" 二 0 
lar— (rccosg 十 刀 )||or +(recosg 十 的 | =0 
2 02 


b i 
因此 r= 二 一 一 一 (7 = 一 一 是 负 值 ， 它 会 以 已 来 描绘 出 椭圆 ) 
Q 一 ccos0 Q 十 ccos0 


。 为 了 方便 以 后 的 计算 ， 我 们 取 其 颠倒 式 为 权 圆 极 坐 标 方程 式 : 


Tr Q 一 ccos0 


Tr 2 
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圆锥 截 线 的 故事 
(三 ) 第 二 定律 的 数理 分 析 


以 太阳 (焦点 ) 为 中 心 ， 极 坐标 (7,0) 表达 行星 位 置 。 当 0 增 大 
到 0+adb 时， 太阳 与 行星 的 连 线 所 扫 过 的 面积 为 dA ir2d0， 如 
[图 8-23] 所 示 


[ 图 8-23 ] 


运用 第 二 定律 ， 这 个 面积 的 改变 速率 为 常数 ， 即 : 


hk， (kk :常数 ，w 


1 a 
= 37 : 角速度 ) 
椭圆 面积 = Aab 一 a = ta t 二 kT (全 :周期 ) 


注意 在 上 面 我 们 只 是 用 了 微 积分 的 记号 和 想法 ， 并 没有 用 到 深奥 技巧 


[ 注 ] : 从 物理 学 观点 来 看 ， 第 二 


二 定律 是 有 物理 意义 的 。 如 [图 8-24] 所 示 
， 工 是 动 点 忆 的 位 置 向 量 ，V 是 其 速度 向 量 : 


Q 


V 


P 
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IF xv| 是 平行 四 边 形 OPQR 的 面积 。 但 从 物理 学 观点 来 看 ，r x mv 是 
物体 相对 于 O 点 的 角 动量 ， 因 为 是 平面 (椭圆) 运动 ， 此 向 量 是 恒生 
直 于 平面 的 ， 所 以 由 第 二 定律 亦 可 得 知 角 动量 在 行星 运行 中 是 不 变 的 
《这 也 是 人 类 理性 文明 中 首次 接触 到 角 动 量 守恒 律 ) 。 再 者 ， 
0= 和 fxmvj=vxmv+rxma 
=rxF 


所 以 引力 下 的 作用 方向 是 和 T 反 向 平行 。 
(四 ) 温习 :cos0 和 sing 的 微分 


从 圆 的 简单 几何 性 质 和 简单 的 物理 观念 ， 我 们 很 容易 便 得 出 cos0 和 
sing 的 微分 。 其 简单 的 推导 如 下 : 


Pp" 二 sint /1 
V 
cost 
-已 
| 
ED 1A! 
Oi cost A 
| 图 8-25 | 


如 [图 8-25] 所 示 ， 动 点 忆 在 单位 贺 上 作 单 位 速率 运动 。 用 熟知 的 圆 的 
参数 表示 方法 ，P 的 坐标 可 写成 (cost,sint)。 田 一 方面 ， 从 几何 观点 得 
知 速 度 向 量 应 是 重 直 于 半径 所 以 把 图 中 的 人 OAP 平移 至 人 PA'P' 再 
旋转 至 人 PA"P"。 这 样 ， 速 度 向 量 V 在 OX, OV 的 分 量 为 : 


wz 二 一 Sn 如 vv 三 Cos 


但 从 物理 学 观点 来 说 ， 速 度 向 量 V 正 是 : 


V 一 ez 十 e 
~ \at ” dt a 
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因此 即 得 下 面 熟 悉 的 公式 : 


a 
Oe — sint, Er cost 


d2r 


(五 ) 向 心 加 速 的 公式 : SE 


上 述 公 式 只 需 对 坐标 X= 二 7cos0,y 二 7sin4 直接 微分 便 可 得 出 。 计 算 
过 程 大 致 如 下 : 


T=7cos0 T=7rcos0—rwsing Cy 
y=7rsing y=rsin0+rwcosgd 加 


T=jFcos0— rw cos0— rwsin0 — rwsing 
也 一 关 sin0 一 rw2sin0 十 27ucos0 十 rwcos0 


此 
(2,%) = (Fo rw’)(cos0, sinO) + (27w + rw)(— sinO, cosO) 


由 (四 ) 知 引力 的 方向 是 平行 于 位 置 方向 (cos0,sin0)， 所 以 (27w 十 7w) 
应 该 是 0， 并 只 从 下 向 心 加 速 一 (一 rw 十 门 。 


(六 ) 平方 反比 定律 的 证 明 (第 一 、 第 二 定律 的 综合 分 析 ) 
2 
要 证 明 引 力 是 满足 平方 反比 定律 ， 我 们 只 需 验 证 站 (名 ro] 是 
否 为 一 常数 。 先 对 椭圆 的 极 坐 标 方程 式微 分 : 


1 a—ccos0 


有 2 
1 ar . 
re 二 77 Sin Ow 
d 
和 = 瑟 singrsw = 一 5 ing 
2xab 


在 上 式 用 了 (三 ) r2w = Tn 同样 地 在 下 面 的 计算 中 ， 我 们 尽 可 能 分 
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3 和 i ,2 27Q0 
离 出 rzw 这 一 项 ， 然 后 换 成 常数 T 
a27 27rac 
7 一 COS Ow 
过 2 027 27QC 27ab 1 
人 一 一 一 一 ， COS 
Qt2 oT 7 
一 47r20a2 g 
es CCOS 
T2 
1 1 47r2a272 
7 (rw ) = rw = (rw) = =- 3 
7 7 
472a3 472a2 
一 一 CCcoSO 


a27 472a3 
因此 72| 一 rw 十 一 | 二 一 o 
7 TW” 十 jr 


(七 ) 由 行星 引力 到 万 有 引力 


当 牛 顿 想 再 进一步 把 行星 与 太阳 之 间 的 引力 推广 到 任何 物体 与 物体 
之 间 的 引力 ， 他 遇 到 一 个 困难 ， 使 这 位 科学 史上 的 巨人 困扰 了 数 年 。 
由 于 行星 与 太阳 之 间 的 距离 很 大 ， 所 以 在 计算 中 可 把 行星 和 太阳 当 作 
两 个 质点 ， 即 可 以 假设 质点 集中 了 整个 球体 的 质量 ; 但 当 推 广 至 任何 
物体 与 物体 之 间 的 情形 ， 如 革 果 与 地 球 ， 则 便 不 可 随便 地 把 地 球 当 作 
为 一 个 质点 了 。 牛 顿 遇 到 的 困难 ， 就 是 他 不 能 证 明 的 确 可 以 把 地 球 当 
作为 质点 的 猜想 。 即 使 在 1684 年 他 的 好 友 Halley (哈雷 ) 力 邀 牛顿 发 
表 已 得 的 结果 ， 他 仍 不 愿意 ?3 发表。 到 了 1686 年 ， 他 终于 成 功 地 证 明了 
上 述 猜 想 ， 即 一 个 密度 只 随 著 到 球 心 距离 而 变化 的 球体 ， 在 吸引 球 外 
一 个 质点 时 ， 所 作用 的 力 就 像 假 设 全 部 质量 都 集中 在 球 心 一 样 。 在 这 
年 他 写 信 给 Halley 表示 同意 写 出 他 的 工作 ， 这 就 是 在 次 年 (1687) 出 版 
的 科学 巨著 《自然 哲学 4 的 数学 原理 》 (Philosophiae Naturalis Principia 
Mathematica) ° 

牛顿 在 书 中 所 给 的 证 明 是 很 繁复 的 。 在 这 里 ， 我 们 给 出 另 一 个 证 明 
， 它 巧妙 地 运用 了 球 的 几何 特性 而 大 大 简化 了 计算 过 程 。 


5 其 后 牛顿 在 给 Halley 的 信 中 提 到 ， 直 至 1685 年 ， 他 还 在 怀疑 这 个 靖 想 是 错 的 。 
人 在 当年 ， 芹 学 其 实 是 指 科学 。 自 然 哲 学 亦 即 是 物理 学 。 
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对 于 一 个 球面 的 最 自然 、 最 对 称 的 点 当然 就 是 球 心 。 但 是 在 研讨 球 
面 与 球 外 一 点 的 互相 作用 时 ， 从 几何 观点 来 看 ， 最 自然 、 最 对 称 的 点 
就 不 再 是 球 心 ， 而 是 [图 8-26] 的 P' 点 ( 这 是 忆 相 对 于 球面 的 反射 对 
称 点 ) 。 


OP.0P’'= R? 
AOPOQ ~ AOQP! 


[ 图 8-26 ] 


设 球体 其 中 一 层 薄 壳 的 半径 为 RR， 面 密度 为 p， 薄 这 质量 为 M = 4rR20 
， 球 外 质点 尸 的 质量 为 mm。 考虑 在 薄 壳 上 的 一 小 片面 积 dA 作用 于 PP 
的 引力 dEF。 因 薄 壳 对 于 OP 是 旋转 对 称 ，dF 重 直 于 OP 的 分 量 会 被 
对 称 小 片 dA' 所 作用 力 抵 消 ， 所 以 只 需 考 虑 dF 在 OP 方向 的 分 量 : 


pdA.m 


laF|cos0 = G 一 一 一 cos0 
PQ 


在 直线 段 OP 上 选 P' 使 得 OP.OP’'= R?， 并 以 P' 为 心 构造 一 个 单位 
球面 。 令 已 连 向 dh 的 射线 在 这 单位 球面 上 的 影 象 为 da。 
dA d4 


PO do 


[图 8-27 ] 
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如 [图 8-27] 所 示 ，dA 和 do 之 间 有 一 个 简单 的 关系 : 
dA.cos0 = PO .do 
因此 ， 整 个 薄 党 作用 于 书 的 力 就 是 


IF| = 并 lagl.cosg= 5 Grmp dA.cos0 OY Te on 


ei 

OP 

因此 这 层 薄 壳 作用 于 PP 的 力 就 相等 于 将 全 部 质量 M 集中 于 O 而 作用 
于 己 的 力 。 再 将 所 有 薄 壳 作用 的 力 加 起 来 ， 便 得 所 需 之 公式 。 


这 也 就 是 由 Kepler 行星 运行 定律 的 数理 分 析 自 然而 然 地 推导 出 牛顿 万 
有 引力 定律 的 一 个 简朴 详尽 的 叙述 。 它 就 是 牛顿 的 科学 巨著 Philosophiae 
Naturalis Principia Mathematica 中 所 讨论 的 主要 结果 。 它 也 自然 是 后 学 
和 后进 应 当心 领 神 会 ， 并 从 此 体会 人 类 理性 文明 世代 相 承 ， 继 往 开 来 的 
精 要 和 精神 。 


8.9 圆锥 截 线 例题 ， 极 与 极 线 


【 例 一 】 : 圆锥 截 线 方程 的 矩阵 表达 式 : 在 88.4 中 我 们 用 到 以 矩阵 来 
表达 圆锥 截 线 的 方程 式 

T: Ax*+2Bry+Oy +2Dr+2Ey+F=0 
若 引 入 给 阵 记号 


去 

|| 

PR 
局 四 恬 
司 QQ 居 
ES 
Ne > 

ES 

| 

ps 
上 8 
NS 
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其 中 ur 表示 把 矩阵 的 行列 互相 和 转 置 (transposej， 这 个 运算 满足 下 述 简 
单 公式 : 


设 4A, B 为 适当 大 小 的 矩阵 ， 则 (A. B)7 = BT .AT 


【 例 二 】: 圆锥 截 线 切线 方程 : 令 工 : Az?4+2Bzy+Cy +2Dzx+2By+F = 
0 为 一 圆锥 截 线 ，Pi(zxi,W1) 为 下 上 任意 的 一 点 。 在 初等 解析 几何 中 我 
们 熟知 过 记 点 的 切线 方程 可 以 写成 


217 + Yr Z 十 0 十 
bi: Anz+2B(— 3 ) + Ony+2D(— 3) +2p( ss) +F=0 
Pi (x1,Y1 
Li 
工 
[ 图 8-28 |] 


这 个 公式 的 证 明 一 般 来 说 需要 用 到 较为 繁复 的 验算 。 现 在 我 们 尝试 改 
用 矩阵 表达 式 和 给 阵 运算 ， 把 其 验算 过 程 大 大 的 简化 如 下 : 


证 明 : 不 妨 假 设 工 是 非 晓 化 的 情况 。 若 改 用 给 阵 表达 式 ， 则 下 和 
Li 可 以 分 别 写 成 


T:u Mu=0, Li:uMu=0 


其 中 uf = (2 Yi1 1)。 若 工 与 Li 只 交 于 PP 这 一 点 ， 则 Li 即 为 在 
忆 点 的 切线 ; 假若 不 然 ， 即 工 与 Li 至 少 交 于 户 和 成 两 点 : 


Xl V2 
Pr) :uu= | |, Br2,y):u = | ys 
1 1 


首先 ， 由 所 设 吕 , 已 在 之 上 ， 即 有 
ur Mui 二 0 及 ul Mus =0 


再 者 ， 我 们 也 假设 了 也 在 万 之 上 ， 即 ufMus=0。 
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现 于 直线 Ll = 记忆 上 任 取 一 点 P， 则 可 选取 适当 的 实数 入 使 
得 忆 = (Azi 十 (1 一 和 zz, 十 (1 一 和 yo)。 考虑 尸 点 的 矩阵 表达 式 : 
V 二 ui 十 (1 一 和 u2， 则 有 


viMyv 
= Mut (lo Nu) MA + (1 — Nu) 
= Xu Mu tA Nu Mu +A Nu Mu + (1 — Nu Mu 
二 0 
所 以 PP 点 也 同时 在 荆 之 上 ， 亦 即 工 已 包含 整 条 直线 LI1， 这 自然 是 和 


[ 是非 赔 化 的 假设 互相 矛盾 。 由 此 可 见 ，; 荆 与 Li 只 可 能 交 于 PP 这 一 
点 ， 亦 即 Li 乃 是 械 在 PP 的 切线 。 


【 例 三 】: 当 户 ET 时 ， 已 知 攻 :ufMu=0 乃 是 T 在 让 的 切线 ; 
但 若 局 不 在 了 之 上 (如 [图 8-29] 所 示 ) 时 ，D 应 该 代表 著 什 么 呢 ? 


Pi(z1, 1) 


及 
[ 图 8-29] 


[解答 ] Li 乃 是 由 只 到 本 的 两 条 切线 Lo, L3 的 切 点 忆 , 已 所定 的 那 条 
直线 ， 如 [图 8-30] 所 示 。 


P(x2, y2) 


pA 


Pi(z1, gs 
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证 明 : 由 前 面 的 结果 已 知 Za 和 Ls 的 方程 分 别 是 
Lo: WMu=0, Ls:uMu=0 
再 者 ， 由 于 两 者 都 过 已 (zuW) 点 ， 即 
uUMul=0 及 uMu=0 
经 转 置 (transpose) 后 即 有 
ul Mus = 0 及 ul Mus = 0 
这 就 是 说 已 ,已 在 名 :uMu=0 之 上 。 


【 例 四 】 :其实 [图 8-29] 并 不 是 PP g&T 的 唯一 情况 ， 我 们 还 须 考 虑 如 
[图 8-31] 的 情况 ， 即 P(xzi,1) 在 荆 之 内 : 


Li 


[ 图 8-31 |] 
[解答 ] Li 乃 是 由 过 已 点 的 弦 (如 [图 8-32] 所 示 的 Ls, Ls 等 )， 其 两 
端点 切线 的 交点 (如 已 , 忆 等 ) 所 组 成 的 点 集 。 
.~ Lo 


[ 图 8-32 ] 
证 明 : 由 前 面 的 讨论 已 知 : 
72 的 方程 是 :uw Mu 二 0 
Ls 的 方程 是 :u Mu 二 0 
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由 于 L, Ls 都 是 过 PP 点 的 蓄 ? 即 

uwMu=0 及 uMu=0 
亦 即 ufMus 二 0 及 ufMus 二 0°。 所 以 已 , PP 看 在 Li 之 上 。 
[ 注 ] : 由 上 面 的 例子 我 们 可 以 看 出 呈 和 工 的 密切 (对偶) 关系 :给 出 
已 点 ， 我 们 可 以 如 前 述 例子 般 构 作对 应 的 区 ;反之 ， 给 出 直线 地， 我 们 
也 可 以 把 上 面 的 程序 倒 过 来 构 作 P。 在 射影 几何 中 ，PP 与 工分 别称 为 
| 极 (pole)」 与 极 线 (polar)」。 
【 例 五 】 : Pascal 定理 的 纯 代 数 证 明 :在 88.6 中 ， 我 们 运用 了 几何 
透视 对 应 方法 来 证 明 Pascal 定理 ， 即 在 一 个 圆锥 截 线 TT 上任 取 六 
点 {Ai1, 42, 43; Di DB Bs} ， 如 [图 8-11| 所 示 2 令 P= A1B, 门 42DP)， 
CQ 一 A1Bs mn AsB1, R= A> Bs N A;B, ， 则 恒 有 {P,Q, R} 三 点 共 线 。 


现在 我 们 改 用 纯 代 数 的 方法 来 再 次 证 明 这 个 定理 。 这 样 做 的 好 处 一 来 
是 反映 出 代数 理论 在 几何 学 上 的 不 平凡 应 用 ; 二 来 这 种 做 法 亦 提供 了 
一 种 途径 来 研究 高 维 、 高 次 的 代数 曲线 。 设 

A1B»:L1=0, A2Bi:# = 

AsBs3:{»=0, AsB»:6=0 

AsB1i:{3=0, Ai1B3:3=0 
令 下 (1 :006 十 天 由 :区 : 的 =0， 则 易 见 对 于 任 给 的 实数 5，41, Az， 
As, Bi, Bo, Bs 这 六 点 必然 在 三 次 曲线 FPF(k) 之 上 ， 而 且 F(k) 也 包含 了 
P,Q, 民 这 三 点 。 不 妨 假设 工 为 非 赔 化 圆锥 截 线 。 现 于 荆 上 取 第 七 点 9 
(但 不 在 已 给 的 六 点 组 {A1, A2, A3; Bi B2, B3} 之 内 ) ， 然 后 选取 适当 的 
二 ko 使 得 S 同时 也 在 FF(ko) 之 上 ， 亦 即 荆 与 下 (ko) 相交 于 至 少 七 点 : 


Ai, 42, As, Bi, Ba, Bs, S € LMF(ko) 
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[ 图 8-33 ] 
因为 了 是 一 个 非 嫉 化 的 二 次 曲线 ， 严 (10) 是 一 个 三 次 曲线 ， 一 般 来 
说 它们 最 多 只 有 六 个 交点 ， 除 非 荆 本 身 就 是 严 (fo) 的 一 个 因 式 。 由 于 我 
们 的 构 作 使 它们 两 者 至 少 有 七 个 交点 ， 因 此 本 必然 可 以 整除 厂 (ko)， 即 
F(ko): (4z2 +2Bry + Cy +2Dr +2By+F): (Lr + My+N)=0 


显然 P,Q@, 民 均 不 在 荆 之 上 ， 所 以 它们 必然 全 都 在 直线 Lr My+N=0 
之 上 ，Pascal 定理 证 毕 。 


当天 由 天 一 0 渐渐 趋向 大 一 加，F(N) 的 变化 就 如 [图 8-34 所 示 : 


基础 几何 学 之 二 


